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GIOVANNI RICCI (%)

Sull’ insieme dei valori di condensazione del rapporto

Dtz — Pu)I P (=1, 2, 3,...). (*%)

1. — Introduzione.

Sia { p,,} (P15 P2y Py o) 18 successmnc crescente de1 numeri primi e con-

sideriamo Ia successione delle differenze p,,+1 D - I classici teoremi di P.
TCHEBYCHEFF che confrontano Pandamento di p, con quello di n-lnn ci
dicono che il valore medio di Py — p, oscilla intorno a In n; angzi il teorema
fondamentale p,~ n-Inn (J. HADAMARD, CH. J. DE LA VALLEE PoUssIN) ci
dice che tale valore medio & In n e si ¢ stati indotti a studiare la successione dei
rapporti ; ‘

" o= (Para—Pu)/Inn (=1, 2, 3, ...).

Si vede facilmente che lim inf g, < 1 (%), e d’altronde ¢ noto che lim sup g,=
= 4 oo (BE. WrsrzyNTHIUS [10]) (%)

(*) Professore ord. della Universitd di Milano, incaricato nella Universitd di Parma,
Indirizzo: Istituto Matematico Frperi¢o ENriQues, Universitd, Milano, Italia.
(**) Comunicazione tenuta al 5° Congresso della « Unione Matematica Italiana »
(Pavia-Torino, 6-12 ottobre 1955).
(*) Infatti se, per assurdo, esistesse 4 >0 tale che g, > 1 4 5 per n = ny= n,(y)
avremmo:
n-1

n—1 n-1
=24 3 (Pepr— PR Z ) + 3 (1 + o) Inpe=c(n) + (1 - ») S Inp, =
k=1 ke=1 o=

n—1
= o) + (1) 3 In(k + 1) = e(n) + (L + 5)- In () >

F=1
>e(n) 4+ (L 4+ pmdnn—n)>Q + 9/2)n-Inn

per n = (), mentre ¢ noto, secondo un classico teorema di P. TCHEBYSCHEFT, che
esistono infiniti #»' pei quali & p< (1 + 5/2)n'- -In w' V

(%) 1 numeri in neretto entro le parentesi [ ] si nfenscono alla Bibliografia collocata
alla fine della presente Nota.

23, =~ Rivisia di Matematica.
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Denotiamo con X Pinsieme dei valori limiti « della successione { On }; le
osservazioni precedenti c¢i dicono che Inf X' <1, Sup X = -+ oo (3).

P. BrDos (1940, [2]) ha dimostrato che lim inf 0, <1, cioé che ¢ I =
== Int X <C1;un calcolo di ¥ condusse alla maggiorazione (R. A. RANKIN, 1947,
[4]). Recentemente P. Brpos (1955, [3]) ha dimostrato il seguente teorema:

« L'insieme X dei valori # di accumulazione della successione {gn} ha
una misura positiva ».

Noi, riprendendo lidea di P. ErpOS, vogliamo studiare andamento di
{gn} con Pintenzione di considerare come trascurabili le successioni parziali
di { o,,} che hanno densitad nulla (%) allo scopo di entrare pitt vivamente nella
struttura della successione { gn} stessa; c¢i serviremo di aleuni risultati stabiliti
In una nostra precedente Memoria [5] (vedasi anche [6], [7], [8] sullo stesso ar-
gomento) per giungere ad aleuni teoremi che sono piu forti di quelli prece-
dentemente ricordati.

~ I valori di condensazione della successione {o.}.

Poiche la nozione di punto (o valore) di accamulazione non & invariante ri-
spetto alla soppressione o all’aggiunta di successioni parziali di densitd nulla,
¢ necessario introdurre i concetti di « densitd » e di « valore di condensazione »
che risultino invarianti e che descrivano, in un certo senso, la legge secondo cui
la successione {p,} lascia cadere i suoi elementi nell’intorno del valore consi-
derato.

Siano &, u, A numeri reali con 0= <A, £>0, ¢ denotmmo con A(&; p, A)
Vinsieme dei valori » pei quali

(2:1) A u A =<0, =4 p.=Z8).
Ci interessano la funzione enumeratrice

(2-2) D(&‘. W A = 31,

A(E; /)

(3) Denotiamo con Inf X lestremo inferiore e con Sup X Iestremo superiore di un
qualunque insieme X di numeri reali. .

(%) Si dice che la successione On, (b =1, 2,3, ..), parziale di { ¢, }, ha densita nulla
quando fn,— 0 per h— + oco. ‘
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il suo rapporto a &/In & (cioé al numero asintotico dei p, < &) e, ancora, il rap-

porto all’ampiezza A — u dell’intervallo (u, 2); pertanto & significativa la fun-
zione

. DEEs o, 1)
2+3 (,l)(f; i, /s,) B e —
( ) . ce (A—p)-&In &
dei tre argomenti &, u, 1.

Siamo naturalmente condotti, per ogni u =0, a considerare i seguenti limiti
iterati:

liminf lminfw (&5 «, v + k), liminf limsup o (&7 w, w -+ R),
=0 E—rt o0 h—>0+ L>t o .

limsup liminf o (£; u, u 4 h), limsup limsup w (&5 %, u + h),
h—>04 >t h—0-+ e -

J1oquali riguardano Vintorno.a destra di. . (analoghe. considerazioni-saranno-
valide per Uintorno a sinistra e per I'intorno completo). Per la definizione (2+3)
di o, che presenta al denominatore &/ In &, & evidente che i limiti interni (per
& — - o0) sono invarianti per soppressione in { gn} di una qualunque succes-
sione parziale di densitd nulla: infatti, essendo 7(£) ~ &/ In &, con tale soppres-
sione si passerd da D{(&; u, 1) a

D& py A) = D(E; py A) -+ o(& In &).

Se uno di quei limiti iterati ¢ positivo esso c¢i manifesta un certo addensa-
mento dei Valori{ 0n } alla destra di u.

La diretta applicazione dei risultati della nostra precedente Memoria [5]
¢l conduce. a considerare il secondo di quei limiti iterati e introdurremo la se-
guente

Definizione. Si dice che u ¢ un valore &i condensazione a destra della
successione {p,} quando &

LHu) = lminf limsup w (£; w, w - h) > 0;

B30 E—t 0

Lt(u) si dird densitd a destra nel punto u.

I valori « di condensazione a destra sono caratterizzati dalla seguente
proprietd: Si possono coordinare al numero % due altri numeri y > 0, k>0
tali che sia

D(E,; 4, w + h) = yhé,/ In &,
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per ogni h = hy e pei valori & di una successione {£}, &,— - oo, che in ge-
nerale dipendera da h.

11 numero L+(u) ¢ 'estremo superiore dei numeri o possibili.

Denotiamo con U l'insieme dei numeri w pei quali Zt(u) > 0.

Si introducono anche le definizioni analoghe:

Definizione. Si dice che v & un valore di condensazione a sinistra della

successione {p.; quando &

LI~(v) = Hlminf limsup w (§; v—h, v) >0;

=0 + S+

L~(v) si dird densitd a sinistra nel punto o.
Denotiamo con V linsieme dei punti v pei quali ¢ L(v) > 0.

Definizione. Si dice che w ¢ un valore di condensazione della successione

{gn} quavnd() I

L{(w) = Hminf limsup w (§; w—nh, w 4 L) > 0.

Ji—>04 E>rt oo

Denotiamo con W Vinsieme dei punti w pei quali & L(w) > 0:

T evidente che, per ogni t, & 2L(t) = L*(t), 2L(t) = L~({) e quindi UcW,
V c W; inoltre ogni valore w &, & maggior ragione, un valore di accumulazione
e pertanto

UcWcd, VewceciX.

3. — Aleune proprieta degli insiemi U, V, 1.

Noi enunceremo le proprietd per linsieme U; analoghe proprieta sussiste-
ranno per Pinsieme V e, a maggior ragione, per 'insieme W.
Poniamo

(3:1) A=1InfU,  Q=Supl, EEZAS0=< 4+ o0).
Sussistono i teoremi seguenti:

(I A <1, Q—A4>0.
(I1) A<1—H/C, =~ Q—A=2H/C,

1
H :H {1 ———————ql = 0.6601 ... (costante di SHAH e WILSON);
s p—12)
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@ & lestremo inferiore dei numeri reali e positivi ¢ tali che, per ogni intero
positivo a e per & abbastanza grande, risulti soddisfatta la disuguaglianza
(VicGo BRUX)

> 1<e D2 S/ln £,

7’"-75

Pygy — P == 20

essendo

(I)(ga)'xn p—t

s<pfa P — 2

B noto che C< 16H (I V Curaxovski [1], H. N. SHAPlRo - J. WaRrGa [9]
e quindi ¢

(IT*) A £ 15/16, Q—A=1/8.

~Questi-teoremi..(I),-(I1) e (IL*.rinforzano. notevolmente 1il. teorema. < 1

di P. Erpis; ma possiamo ricavare anche delle informazioni sulla misura del-
Pinsieme U(%), e precisamente le seguenti:

(ITT) ’ m(U) >0,
(TV) | m(U) = 2H/C,
(rvs : : my(U)=1/8.

I teoremi (III) e (IV) sono immediata conseguenza del seguente:

(V) Sia U, Vinsieme dei punti u pei qudli la densita L+(u) >n (in parti-
colare Uy= U); allora é

Cfem
f m( U,]) dn = 1.

0

Questa proposizione ci informa sull’andamento della funzione m, (U,), mo-
notona non crescente al crescere di n, mentre » varia da0 aC/(2H). In partico-
lare my(U,)-C/2H) = 1.

(5) Denotiamo: con m (J) e myJ) la misura e la misura interna di un qualungque
insieme J dell’asse reale. ,
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Sussiste evidentemente come conseguenza il seguente teorema:

Sia A4 = Sup L+(u); allora é

uw

AL
(VI) m,(U) = Max T e )
o ) > M 1 1
(VI™) m,(U) = Max 5 §)'

4. - Le funzioni *A(y, 1), A*(u, 1) della nostra Memoria precedente

Big 0= 4= A< - oo, £>>0, ¢ poniamo (vedasi [5], pp. 22-35):

lmint ) (A A)
e UDG e A

lim sup ) §ng ( A*(u, 2)

Eerb o

[0 <*A(u, A) < A%, 1)< 1],

Le due funzioni *4 e A* hanno le seguenti proprieta:
. 1°) esse sono monotone non decrescenti quando si dilata Dlintervallo
(u, 2) e prendono tutti i valori dell’intervallo (aperto) (0, 1);

20) esse sono continue e a rapporti incrementali limitati; precisamente.
per 0 = 'S p <A< 2'<< + oo, sono valevoli le disuguaglianze seguenti:

Ay, A)— A, )
< (A—2)-Cj(2H),
AFuy, A — ¥, A)

Ay A)— *A(W, A)
; = ) -CJ2H).

A, 2)— A%, A)

Facendo p = 0 si ottengono le due funzioni *4(0, 1), A*(0, A) che dipendono
dall’unica variabile A e sono definite per 0 < A< -+ oo, monotone non decre-
scenti, da 0 a 1, continue, a rapporto incrementale limitato ¢, quindi, assoluta-
mente continue e quasi-ovunque derivabili; i loro numeri derivati sono limitati.
Denotiamo con (4, *Q) il massimo intervallo nel cui interno & 0 < *4(0, A1) <1
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(necessariamente 0 = *4 << *Q < + oo) e sia (A% Q%) Vintervallo analogo per
A*0, 1). Allora ¢ evidentemente

QS oo

e abbiamo dimostrato che & (vedasi [5], Teor. (D), p. 33)

(4°1) 0< A*< *4 <1 — H/C,
(4:2) - Qs A%z 2H/C,  *0—*4 =2H/C .

Per le proprieta segnalate sopra delle due funzioni *A4(0, t), A*(0, t) abbiamo
/ i
*4

(4°3) ; ) :
(og/l*'(o, H<2HIC,  A¥0, 1) = [A*(0, t) at

A*

(dove con l'apice si sono indicate le derivate che esistono quasi ovunque o i
numeri derivati superiori dove le derivate non esistono).

5. — Dimostrazione dei Teoremi (IT) e (V).

Si vede facilmente che la densith a destra L+*(t) verifica per ogni ¢ =0 la
disuguaglianza

(5°1) LH(t) = Max (*4'(0, 1), A%(0, 1))

e che inoltre [vedasi le definizioni (3-1}]

(5-2) A< A% < Q.
Inf@tti, la funzione

hrow(&; 4, 1 -+ ). = D(&; t, t 4 R)/(E/In &)
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¢ quella che conduce alle funzioni *4 e A* ¢ precisamente

(5°3) lim sup{ h-o(&; 1, t + h) } = A%(t, t + 1)

e quindi

(5+4) L) = lim int { A%(t, ¢ + R)/R }.
>0

Dalle disuguaglianze evidenti

= A%, 1+ h)— A0, 1)
/1:2:(15’ t - h)
= *A(0, ¢ + h) — *A(0, 1)

si deduce, tenendo conto di (5°4),

(55) LH(1) = #4'(0, 1), LHE) = A%(0, 1)

e vale la (5°1).

Se in un punto ¢ L*(f) = 0 sono nulli necessariamente le derivate o i nu-
meri derivati delle due funzioni A*(0, t), */A(0, ), dunque Uinsieme U dei punti
w tali che L*(u)> 0 contiene la riunione dei due insiemi di punti ¢ nei quali
rispettivamente ¢ A%(0, t) > 0, *A4'(0, t)> 0. Per la definizione di 4% e *Q
(vedasi n. 4) si deducono le (5°2).

Dunque i teoremi (I) e (II) sono conseguenza delle (4°1) e (4°2) stabilite
nella nostra precedente Memoria. «

Veniamo a dimostrare il Teorema (V). Per ogni n >0, sia J, Vinsieme dei
valori di ¢ pei quali

A'(t) = Max (*4'(0, 1), A*(0, 1) > y:

allora in forza della (5°1) & U,>dJ, e quindi m,(U, ») = m(J,). D’altronde, per
le (43) & A'(t) < C/(2H) (= ) e quindi J , tisulta vuoto per 5 > f; veniamo a
stabilire, in conseguenza, una valutazione al disotto:
s d f
| my(U,) dy gJ m(J,) dy :J'm(/l’(t) >n)dy=
0 0 0

jf 0%

= [ m(A*(0, 1) >n) dy :f/ (0, 1) dt = .

0 A%

== A¥(0, Q%) —A%0, 4%) =1-—0 =1,

e con questo, essendo f = C/(2H), 1a (V) & dimostrata.
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La funzione m,(U,) ¢ monotona non crescente al crescere di 5 ¢ pertanto
Bmy(U,) = f-my(U) = 2H/C e (IV) ¢ dimostrata: lo stesso si dica per (III).

Le proposizioni (II*), (IV*), (VI*) sono specificazioni numeriche imme-
diate delle (III), (IV), (VI). ‘

Per gli insiemi V e W sono valide le proprietd analoghe.
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