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JAURES CECCONTI (%)

Sulla esistenza del minimo degli integrali
del Caleolo delle variazioni

estesi ad una superficie di forma parametrica.

1. — Recentemente L. Cmsart [5] e indipendentemente J. M. DANSKIN [6],
A. G. S1eALovV [8], hanno provato Uesistenza della superficie minimizzante un
integrale doppio J(8) di forma parametrica (quasi regolare, definito positivo)
nella classe delle superficie di FRECHET S che si appoggiano ad una data curva
di JornAN y.

La dimostrazione di L. CEsARI [5], alla quale ci riferiremo nel corso di questo
lavoro, ¢ fondata essenzialmente su di un nuovo processo di livellamento ese-
guito su di una opportuna successione di superficie poliedriche del tipo della
2-cella, non degeneri, le cui linee contorno tendono afy. Mediante questo proce-
dimento ¢ possibile ottenere da tale successione una sotto-successione con-
vergente ad una superficie di FRECHET che si appoggia a y ¢ minimizza ’in-
tégmle 3(8).

In questa Nota vogliamo usufruire del procedmento di livellamento intro-
dotto da L. CEsARI per stabilire un teorema di esistenza del minimo di un in-
tegrale doppio J(3) nella classe delle superficie di FricHET ¥ del tipo della
2-sfera che avvolgono un opportuno insieme aperto ¢ limitato Q.

2. — Sia F, lo spazio dei punti o=(z, 2, 2%). Sia 4 un insieme chiuso e limi-
tato di E;. Sia {2 un insieme aperto tale (}) che ©Q =- Q% c (4)o.

(*) Indirizzo: Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, Brasil. .

(1) In tutto questo lavoro, se F & un insieme, E¥ mdlchem la sua frontiera, (K)o in-
dichera l'insieme dei punti interni a E.



164 J. CECCONI

Sia > una superficie orientata, del tipo della 2-sfera, il cui sostegno [>] ap-
partiene ad 4 ed avvolgente 2; tale cioé che per ogni »€@ sia Oz, 3) %0,
essendo O{z, Y) Pindice topologico di @ rispetto a .

Supponiamo che Pinsieme 4 sia convesso, in relazione a £ supponiamo in-
vece che esso sia «sufficientemente liscio » in modo da soddisfare ad una op-
portuna condizione.

Precisamente supponiamo che £ soddisfi la seguente condizione [C,].

Tsiste un numero 4 >1 tale che:

a) detto 2(8) (8 > 0) Pinsieme dei punti 2eQ 1a cui distanza da Q% & > §,
Pinsieme 2(d) ¢ connesso se d<C 1/4;

b) per ogni limea poligonale semplice chiusa p il cui sostegno [p] non in-
contro Q(8) (6 << 1/A), e per la quale ¢ diam [p]<C 1/4, esiste un poliedro P,
del tipo della 2-cella, soddisfacente le seguenti condizioni: b -1) il sostegno
[P] d&i P non incontra £(4), b-2)il contorno J(P) di P ¢ p, b-3) area [Pl<
< J+(ungh p)2,... b-4) diam [P] < A- diam [p] (3) , ‘

Cid posto dimostreremo, nella presente Nota, il seguente

Teorema. Sia W la casse di tutte le superficie orientate di Fréchet
del tipo della 2-sfera, di area secondo Lebesgue finita, il cui sotegno [>]
appartiene ad un insieme chiuso convesso A e che avvolgono un insieme 2, sod-
disfacente la condizione [C,], per il quale Q -+ Q2% c (4)e.

Sia J(3) un integrale quasi regolare, definito positivo (vedasi n. 6) esteso
alla superficie di classe W.

Allora, supposta la classe W non vuota, esiste in W il minimo di J(3).

Preliminari.
3. - Sia una superficie orientata di FrEcHET del tipo della 2-sfera, e sia
I ’
(@, @): ar= at(u), = xu), «*=*(u), u = (u', ut, w)ee

una rappresentazione di Y sulla sfera unitaria

(wh)* - (w4 (u?) =1,

©

(%) Si riconosce facilmente che ogni sfera, ogni ellissoide, ogni poliedro non neces-
sariamente convesso e, pill generalmente, ogni insieme di B, la cui frontiera & costituita
da una superficie semplice dotata di rappresentazione sufficientemente regolare, soddisia
la condizione [C;]. ‘
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dello spazio u = (%!, 42, ¥®), sulla quale si ¢ fissata come indicatrice positiva quella,
corrispondente al verso (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) sul triangolo sferico che ha
gli stessi vertici.

Siano @, @, rispettivamente I'emisfero superiore (u® > 0) e quello inferiore
(#*<<0) di &.

Sia (¥, @) [(¥., @,)] la trasformazione conforme di ¢, [@,] nel cerchio ¢
del piano #*= 0 ottenuta proiettando @, [@.] dal punto (0, 6, —1)[(0, 0, -+ 1)]
sul piano == 0. Sia (¥ 0) [(¥;", ()] la trasformazione inversa.

Sia (T, @) una certa trasformazione, conforme, alla quale sempre nel se-
guito ci riferiremo, del guadrato unitario @: 0 << u!, w*<1 del piano (u*, u?)
nel cerchio C. [I1 piano (!, u2) & orientato in modo che la terna di assi ', u?, «*
sia levogira. ]

Consideriamo infine le trasformazioni ($-¥['-7, @), (§-¥Y;'1, Q). Bsse
determinano due superficie orientate di FricHET del tipo della 2-cella, S,
8., aventi il medesimo contorno, che diremo ottenute da S tagliando » lungo
a linea B(e)) = V(). '

1

4. — Sia A un insieme chiuso dello spazio B, dei punti @ == (2!, 2%, #*). Sia
F(x, p), con p = (p%, p? p*), una qualunque funzione reale degli argomenti
x, p, tale che:

a) F(z, p) ¢ continua come funzione di (2, p) per wed e per ogni p per il
quale |p | =[(p1)>+ (pH*+ ()] = 0;

b) F(z, tp) = t- F(», p) per ogni xed, p # 0, t >0.
Sia S una superficie di FrEcHET del tipo della 2-cella e sia

(T, Q): @ ==ak): o=\ r), 2*=2%0), ¥*=a%v), v = (', w?)€Q

una rappresentazione di 8 sul quadrato @ 0 <w', w? <1, del piano (1!, u2).
Supponiamo che Uinsieme [S] dei punti & appartenenti alla superficie S
(bale insieme sard detto nel seguito sostegno [S] di S) appartenenza ad A, sup-
poniamo altresi che l’area secondo LEBESGUE, a(S), di S sia finita.
In queste condizioni & stato introdotto, da L. CEsari [3], il concetto di in-
tegrale di WEIERSTRASS di F(z, p) sulla superficie S, che sard indicato con la
notazione ' :

3(8) = (8) [| Fla, p) -

\

L’integrale J(8) & indipendente dalla rappresentazione di S ¢ gode delle
proprietd. che sono espresse dai seguenti teoremi:
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Teorema (I. Cesari [3]). Se la rappresentazione (7, ) di S & dotata
quasi ovunque in ¢ di Jacobiani ordinari J = (J1, J2, J%) e se si ha

a(S) = [[ | J] dur due, T =1 (TR (R,

Q
allora ¢ anche

IS = H (e, J)dut du?,
Q

gli integrali essendo intesi nel senso di LEBESGUE.

Teorema (L. Cesarr) [3]). Se S, 8, (n =1, 2, ...) sono superficie di
Fricner del fipo della 2-cella, di aree secondo LEBESGUE finite, se
[8], [SaJcd, |8, 8. =0 (| 8, 8, &la distanza secondo FRECHET fra § e ,),
a(S,) = a(8), allora anche J(8,) = 3(9).

5. — Siano A e F(x, p) definiti come nel n. precedente.

Sia 3 una superficie di- FrEcunr-del tipo-della 2-sfera;-di-area-secondo-Ly-
BESGUE, a(2), finita, il cui sostegno [ Y] appartenga all’insieme 4. Sia (3, @)
una rappresentazione di > sulla sfera unitaria orientata @.

T possibile definive anche in questo caso Pintegrale

I3 = () [[ Flz, p)

di F(w, p) su 3. Tale integrale ¢ indipendente dalla rappresentazione di >
e gode della proprietd espressa dal secondo teorema enunciato nel n. pre-
cedente.

Supponiamo che la linea immagine secondo (&, @) della circonferenza (%
in cul @ incontra il piano w*=0 sia di lunghezza finita (°). Allora, dette S,
¢ S, le superficie del tipo della 2-cella dedotte da > come nel n. 3, si ha

() = J(8) + I(S),
in particolare si ha
a(3) = a(Sy) + a(Sy).
Questo fatto ¢ stato essenzialmente provato da L. CESARI (1).

(*) O, pitt generalmente, che abbiano misura 2-dimensionale secondo LEBESGUE
nulla i sostegni delle curve che si ottengono proiettando sui piani coordinati la linea
(B, 0*).

{#) Vedasi, ad esempio, la Nota: Sulle superficie di Fréchet, Rivista Mat. Univ.
Parma 1, 19-44 (1950). '
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6. — Siano 4, F(z, p), 8, >, J(8), J(3) definiti come nei nn. 3, 4, 5.
Diremo che J(8) [3(2)] & definito in A se si ha F(z, p) >0 per ogni zcd e
oF(z, p)

{pl 0. Supponiamo che le derivate Ffz, p) = p
H i ps

(¢ =1, 2, 3)

esistano e siano continue.
Diremo che J(8) [J(D)] ¢ quasi regolare positivo in A se si ha

B, p, p) = Flx, p)— 3 p* Fyz, p) >0

per ogni wed, p == p, 1, |p|#0.

Diremo che J(8) [3(3)] & inferiormente semicontinuo su S, [S,], rispetto
ad una famiglia { $ } [{ 3 }], se per ogni ¢>> 0 si pud determinare un 6> 0 tale
che per ogni Se{ S }[Se{ 3} per cui & |8, 8 |<d[]3, So] < 4] si abbia

AH8) > a(8)—e [I(D) > So)—e].

“Sussiste il seguente

Teorema (L. Cesari [4]). Se 3(8) ¢ definito positivo e quasi regolare in
A, allora ¢ inferiormente semicontinuo su ogni superficie S, per la quale si ha
a(Sy) << oo, [Sa]cA, rispetto ad ogni classe di superficie { 8 } per cui a(S) << cor
[S]cA. .
Un analogo risultato sussiste anche per superficie Y del tipo della 2-sfera.

7. — Sia § una superficie del tipo della 2-cella, data come nel n. 4. Diremo
che una rappresentazione di S, sia per semplicitd la rappresentazione (7, Q)
» = x(v), ve@), considerata nel n. 4, & di classe L, se:

a) le funzioni x'(ul, w*) = 2i(v) ({ =1, 2, 3) sono assolutamente continue
secondo ToNELLI (A.C.T.) su @,
1

. Oz . . s
b) le derivate @'r = — (r =1, 2; ¢ =1, 2, 3) di queste funzioni sono
our ’

di quadrato integrabile su .
Per ogni trasformazione (7, @) di classe L, consideriamo:

E = z (il}lix)‘l: x -77“1 12, G = z (m:‘n)?': 1 muz lzg F == z w:,ivig: {Uulwu:
i : i i

1
e gli integrali

D[T, Q] = Dlw, Q] = (1/2) [[ (& + F) dw* du,
Q

7, Q] =Ifw, @ =[] | BE—F [ auw qw—[[]J] dut aus.
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Sussiste il seguente

Teorema (L. Cesar1 [2]). Se (7, Q): # = z(v), veQ, & una rappresenta-
zione di classe L, di 8, allora si ha

A8) = Ifw, Q] = D[z, Q]< — oo.

Diremo che una rappresentazione di §: x = x(v), vel), ¢ quasi conforme
se ¢ di classe Ly, e se inoltre si ha, quasi dappertutto su Q, E=G P=0.

8. — Siano S e (T, Q): @ = x(v), veQ, definite come al n. 4.

Consideriamo, per ogni ze[8], I'insieme T-Y(x) costituito dai punti ve@ Ia
cui immagine secondo (7, @) ¢ in . L’insieme T-*) & chiuso ed i suoi compo-
nenti sono continui di ¢, eventualmente ridotti a punti.

Diremo che § & non degenere se esiste una sua rappresentazione, sia la stessa

(T'; @)y per la-quale i componenti di 7-(z) souo, per ogni #e[ 8, tutti ridotti a
punti.
Sussiste il seguente

Teorema (C. B. MORREY [7], L. CESARI [2]). Se § & una superficie del
tipo della 2-cella non degenere, di avea secondo LEBESGUE finita, esiste una
sua rappresentazione, sia essa (T, @): a = u(v), veQ), che ¢ quasi conforme.
In conseguenza della quasi conformitd si ha inoltre

a(8) = Iz, Q] = Dle, Q).

9. — Siano > e (%, @) definite come nel n. 3. Per ogni # €[] sia $Yx)
I'insieme dei punti di @ la cui immagine secondo (3, @) ¢ in .

Diremo che 3 & non degenere se esiste una sua rappresentazione, sia la stessa
(Q, @), tale che per ogni xe[>] 1 componenti dell’insieme chiuso G~Yx) sono ri-
dotti a punti. .

Diremo che una rappresentazione (i3, €) di una superficie 3, del tipo della
2-stera, & quasi conforme se, per ogni regione di JORDAN 3% di @ e per ogni rap-
presentazione conforme (@, M) di N su di una regione di JORDAN # del piano
(wh, u?), risulta quasi conforme, nel senso del n. 7, la trasformazione (-9, 7).

Sussiste il seguente

Teorema (C. B. MoRREY [7]). Se > ¢ una superficie del tipo della 2-sfera,
non degenere, di area secondo LEBESGUE finita, allora esiste una rappresenta-
zione di 3, sia la stessa (3, @), che & quasi eonforme.
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10. — Sussiste il seguente

Teorema. Dati due numeri positivi &, e, esiste un numero 5 = n(&, ¢)
che gode della seguente proprieta: ad ogni coppia di trasformazioni continue

(T, Q) @ =wv): (Toy Q)7 @ =asv); veQ },

per le quali & D[#,, Q] + D[x,, Q] << N, possiamo far corrispondere un numero
0 = 8[N, & @(v), @,(v)], n< <, ed una suddivisione di ¢, mediante corde
parallele ai lati di @, in rettangoli r le cui dimensioni sono comprese fra de 26,
tale che l'immagine di ogni lato di » (che non appartiene a Q%) sccondo
(T, @) (i =1, 2) sia una curva rettificabile di lunghezza e/4.

Questo teorema si ottiene modificando in modo ovvio la dimostrazione di
un analogo teorema di L. C. Youxe [9].

3L Sussistono- i-seguenti-teoremi- (L. CrsARI [5]), sul secondo. dei qualié....
fondato il procedimento i livellamento del quale faremo uso nel presente
lavoro.

Teorema. Sia C una poligonale semplice chiusa in B, [ la sua lunghezza,
#* un poligono semplice del piano B, di (u!, w?). Sia z = #(v), véx*, una rappre-
sentazione quasi lineare di €. Allora esistono una superficie poliedrica S, la
cui frontiera 9(8) = €, ¢ una sua rappresentazione quasi lineare §: X = X(v),
vem, di § su z tali che X(v) = w(v) se vex™, a(S) = I*/4, [8] appartiene al minimo
" insieme convesso contenente il sostegno [C] di C.

Teoremsa. Sia S una superficie poliedrica e (T, ) : @ = x(v), v€(), una rap-
presentazione quasi lineare di S su @, sia € = 9(8) la carva contorno di S, sia L
la lunghezza di 9(8), sia D una costante > diam ¢, sia K una costante >0,
sia @y= a(v,) con wv,EeQ*.

Allora esiste una superficie poliedrica S, ed una rappresentazione quasi
linearve (T,, Q) @ = @,(v), veQ, dotata delle seguenti proprieté:

a) [8,] & contenuta in una sfera di centro &, e raggio o <2D + 3[K a(S)Jre.

b) Bsiste un insieme aperto me), che & la somma Yz, di un numero fi-
nito di poligoni semplici disgiunti z; (i =1, 2, ..., n), tale che Ly(v) = a(v) su
Q — 7, quindi @,(v) = @(v) su ogni #F e su Q*. Indichiamo con o, gy, [0:, Go]
le superficie poliedriche rappresentate da x(v), x(v) su & [7; (i =1, 2, ..., n)] e
con a(o), a(g,) le loro aree totali:

[ ZO';', Gy == zl?'oi, a(o) = za’(ai): a(0,) = za(o'oi) .
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Ogni superficie ¢,; ¢ contenuta nel minimo cOTrpo convesso contenente la curva
9(a;) = 9(0p;) . Se, essendo 7 =1, 2, .. -y %, indichiamo con p, le curve 9(o,) =
== (0gy;) ed anche le loro lunghezze, indichiamo con £ lafamiglia di curve p,
ed anche la loro lunghezza totale ¢ = >p,, allora:

¢) 2= (Op)r< K'-a(o),
d)  aley) = (1/4)K~*-a(o),

e) ogni continuo ec@ tale che c- (J # 0, diama(¢) << D ¢ completamente
contenuto in @ -— .

12. - Siano Q e Q(0) definiti come nel n. 2, sia inoltre Q di classe [C,].

Un riesame della dimostrazione del secondo Teorema enunciato nel pre-
cedente n. ¢i consente di affermare che se, oltre alle ipotesi ivi fatte, il sostegno
[S] della superficie poliedrica S non incontra l'insieme Q(6) (6 < 1/4), e si ha
2D +- 3[K- a(S T2 1/(22), allora & possibile anche determinare una superficie

pohednca S ed una sua rappresentazione quasi lineare 2 = @,(v), v€Q, tali che:

a’) [S'] non incontra £2(J) ed ¢ contenuta nella sfera di centro &, e raggio
0 <{2D + 3[K-a($)]¥2 }(22 +1).

b’) Essendo 7 e z; gl insiemi aperti di cui al b) dell’enunciato precedente,
ed essendo g, e crm le superﬁme poliedriche definite da : (',(vv), su 7z e zm; cia-
scuna delle superficie crm. ha diametro minore di A-diam 'z)(a,») ed & contenuta nel
minimo insieme convesso contenente 9(c;) oppure dista dalla frontiera [Q(8]*
di Q(5) per meno di (1 + 1)-diam 9(a,). A

¢') Essendo ¢'= ¢ la lunghezza complessiva delle curve 9(o,) = ¥o,:) =
! .
= Ha,;) si ha ¢'*< K-1-a(q).

d’) a(a(',) < AK1-a{o).
e’) Ogni continuo cc@ tale che ¢- (J y diam iz{¢) << D & completamente
contenuto in @ — '

Per la dimostrazione di questa proposizione consideriamo ¢li insiemi aperti

7; ¢ le superficie poliedriche g,; su di essi definiti in virth del Teorema del n.

11. Per ognuna di tali superficie, sia essa o, , ¢he non incontra 2(3) facciamo
!

Oy;== 0g; - Sia, invece, per ogni oy, che incontra 2(9), o‘;i la superficie poliedrica
avente lo stesso contorno di oy;, non incontrante Q(9), per la quale si abbia inoltre

a(,;) = A-{ lungh 9(c,,) } , diam [oy;] = A-diam [9(a,,)] .

lale superficie certamente esiste per le ipotesi fatte su Q e .
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Si vede allora (3) che il vettore quasi lineare = == (z/ v, che coincide
con x = x(v) su ¢-—x e rappresenta linearmente su ciascun =z, la superficie
poliedrica o‘(l,i, soddisfa le condizioni a’), ¢'), d'), ¢’) dell’enunciato.

Quanto alla condizione b’} basta osservare che se o,; non incontra Q(J)
allora O‘(/”:: 0y: € la nostra affermazione discende da Teorema del n. 11. Se invece
Go; incontra 2(d) allora si ha, per ogni punto xelo,,],

af{x, [QO]*}<d{m w}<d{w, u}+d{z, @},

essendo ae[Q(0)]* [00] € :"f?e[z?(a(,;)].
Si ha percio, in questo caso,

d{», [Q0)]*}< A-diam [I(oy,)] + diam [I(o0,)]

¢ quindi

d{ o] [ (O] }\\ y )-diam [0 c; )J

13. - Sia ¢ un poliedro del tipo della 2-sfera, non degenere, sia (&, @) una
sua rappresentazione quasi conforme.

Per ogni —1 < p<C 1 sia C la circonferenza 1ntu‘5e/10nc di @ con il piano
n, di equazione w*=p.

" Sia y(p) l1a linea di FRECHET, non onenbata (@, C,) e sia l(o) la sua lunghezza,

eventualmente -+ co.

La funzione I(p) &, in virtit di note propriets della lunghezza, una funzione
inferiormente semicontinua, e pertanto misurabile di g in (—1, +1).

Affermo che, in queste condizioni, per almeno un valore di g, I(g) ¢ finito.

A questo scopo mi limito a considerare Uintervallo (0, 1/2) della varia-
bile p. :

(3) Per ¢id che concerne a') si osservi che se ate[a(;i] (essendo aéi diversa da o), detto
zeldo,)] = [9(o,)]c[Se], si ha

d{mp v} < d{my, )+ d{x, «}<<{2D + 3[K-a($)]?} + A-diam [Ho,)] <
< (22 4 1)-{2D -+ 3K -a(S)]2 }.

Per ¢id che concerne d') si tenga presente la Memoria [5] di L. CEsARrI e si utilizzi nel
ragionamento dei nn. 22, 24 di quella Memoria la condizione [C;].
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Sia, come nel n. 3, (¥, &) la trasformazione, conforme, ottenuta proiet-
tando la calotta 4> 0 di @ dal punto (0, 0, — 1) sul piano «*= 0. L’insieme
dei punti di @ per i quali ¢ 0 <3< 1/2 si trasforma nella corona

-~

1 ,
3= (u')?+ (u?)<l 1, wt == )

.

Se diciamo £(r) la lunghezza della linea di JorpaN immagine, secondo
($-¥7Y (), della circonferenza

a.: (') b (uP)? = pd WP == 0,

6 L(r) =U(p) con r =[1 —*|¥*/(1 ~+ p). Ora si ha, per i nn. 7,9 e per la di-

g

suguaglianza di SCHWARZ,

) durdnes

1 2x
l ] dr } { () - ()" + @)] -+ 1— [@5)" + (x5)* -+ (w§)*] }1' a0 >
J15 o
- \
=5 [ [ 1 @ @ =
VAT

: o 1

= g—l; ar { j [(wg) -+ (wg)" + (w3)*]% a0 }/ 5'; () dr,
11 0 1/Vs

Cessendo ($-V[Y, O): w = a(r, 0) = [&(r, 0), B(r, 0), B, 0)], (r, 0)eC.
Da questa, in virtu di noti teoremi sulla integrazione, discende il nostro
asserto.

14. - Sia & un poliedro di tipo della 2-sfera, sia (S, &) & == @(u), u€S, una
sua rappresentazione quasi conforme sulla sfera. ;

Per ogni —1 < p<< 1 sia C, la circonferenza intersezione di @ con il piano
7, di equazione w*= p. Siano @,, e @,, le regioni di JorpAX di @ sulle quali
e, rispettivamente, u*>> o, w3<C g.

Consideriamo la trasformazione continua (¥,, @) di @ in se stessa che &
definita nella seguente maniera. )
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Sia (¥),, €,,) la proiezione di ¢, dal punto (0, 0, —1) sul piano #*=0.

Sia C,, il cerchio immagine di @,, secondo (Phos @y,) - Sia (¥, () la rappre-
sentazione conforme di C,, nel cerchio (' del piano w*==0 che si ottiene facendo
corrispondere ad ogni purito (ut, w*, 0)el,, il punto (hut, hu?, 0)eC, essendo h
il rapporto fra 1 e il raggio di C,, . )

Per ogni ueC,, sia allora W, (u) =¥ ¥, ¥ (u).

In modo analogo sia definito ¥ () se u€@, .

Osserviamo che (¥-¥,, @) costituisce una nuova rappresentazione quasi

5

eonforme (®) del poliedro &.

15. — Dalle proposizioni dei nn. 13, 14 discende la seguente:
Sia & un poliedro non degenere, del tipo della 2-sfera, sia (&, €) una sua
rappresentazione quasi conforme.
Siano, per ogni —1 < o<1, §,, e 8, , i due poliedri del tipo della 2-cella
rappresentati rispettivamente da (@, @,,) e (@, @,,) - Si ha allora

a(&r) == a{S

w T (‘(Szg) .

Osserviamo che questa & senz’altro vera se si ha, con le notazioni del n. 13,
(o) << +4- oo. Basta infatti in tal caso effettuare la costruzione del n. precedente
e tenere presente l’osservazione in fine del n. 5.

Nel caso generico la nostra affermazione discende dal caso particolare con-
siderato, dall’osservazione del n. 14 e dal Teorema enunciato in fine del n. 7 (7).

(8) Qui utilizziamo la seguente nota proprieta: Se J;, Jy, J; sono regioni di JORDAN
(appartenenti ad un piano o ad una sfera) e se (T}, J,) & una rappresentazione conforme
di J, su Ja, (T4, J,) & una rappresentazione conforme di J, su Jy, allora (7,7, J;) ¢ una
rappresentazione conforme di J; su J;.

(") Abbiamo infatti, detto g un valore tale che () < oo e supposto g < o,

=

a(8) = a(Sp) + a(Sy) = (1/2) [[ (E + 6) dut dur+ (1/2) [[ (B + 6)du dur=

Cyp) E":‘(E) )
= (1/2) “ (E + @) dut dud+ (1/2) ” (E 4 G) dut dur+4 (1/2) ;’fu; 4 @) dut dut=
‘oo alog) a(p)
= a(Sy,) + (1/2) J J (E + 6) du! duz+ (1/2) J" f (B + G) du du?=
c.(p,0) ¢:(9)
= a(S,,) + (1/2) f [ (E + 6) dut dut= a(8,,) + a(Sy,),

¢:(0)

essendo Cy(0), C1(3), Cylo, ) [Cale), Col2), Cale, o) le proiezioni delle regioni di @ nelle
quali & rispettivamente u3> g, 43> g, p < u® < g [¥3< 0, w3 2, 0 < uA< g] sopra il piano

wd= 0 ed essendo I, G definite come nel n. 7.
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17. — Saussiste il seguente

Teorema. Sia & un poliedro del tipo della "—sfem, non degenere. Allora
esiste una sua rappresentazione (Gg &) v = xz(u), ueQ, quasi conforme, per la
quale si ha:

a[(§~ @:)] = (1,/2)("(3‘) (= 1 27 teed 6):

essendo @; (i == 1, 2, ..., 8) le porzioni di @ sulle qualz 8t ha rispettivamente u*> 0,
W< 0, u*>0, < 0, ul>0 W< 0, ed essendo a[(S, @,)] Varea della superficie
definita da (S, @) su @,.

Dimostrazione. Siano (¥, @) e e (¥, @) le trasformazioni conformi,
definite nel n. 3, di @, e @, sul cerchio unitario ¢ del piano = 0.

Consideriamo le trasformazioni (- Y 0), ($-¥7% 0) le quali rappresen-
tano conformemente su C i poliedri S, e S, definiti da (B, @) su ¢ e @,

rispettivamente. ) e
Per il n. 15 e per i nn. 7 9 avremo:

) =)+ alh) = (12) ][ (Bt 6 Qur dut+ (172) [ (B4 6 du e,

essendo B, G,, B,, G, definite come nel n. 7 in relazione a (G-¥ Y 0) e
(G-¥;% 0).

Per ogni 0 << o< 1 sia O(p) il cerchio concentrico a € e raggio g; sia F(p)
la funzione cosi definita: '

1
= ;/ (B4 G;) du? du?.

¢(o)

La funzione

o Fi(z) se 0
Flz) = 1

Fy(1) + Fy(z—1) se
¢ continua e non decrescente in (0, 2) e tale che
F(O) =0,  F(22) =a(s).

Tisiste percid un valore 0 < z < 2 tale che F(z) = (1/2) a(§).
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Sia p il valore €(—1, 1) che si ottiene da z nella seguente maniera. Se
0 <2< 1, allora g é1la coordinata «* dei punti di @ che sono immagini i [ C(z)]*
secondo (Y%, (), altrimenti g & la terza coordinata dei punti di @ che sono
immagini dei punti di [C(z)]* secondo (W], C). ,

Sia quindi (S, @) la rappresentazione quasi conforme di & che si ottiene
da- (@, @) operando come nel n. 14 a partire dal valore o . -

Risulterad intanto, per il n. 15,

@ @) =02as), @, el =a)—1/2)al) = (1/2)a() .

Giunti a questo punto permutiamo circolarmente per due volte consecutive
Pafficio delle coordinate !, u?, ® e rvipetiamo tutte le operazioni effettuate
finora su *.

Ciascuna di queste operazioni lascia invariato il segno delle rimanenti due
coordinate di ciascun punto di @.

I nostro Teorema ¢ cosi provato.

Dimostrazione del Teorema del n. 2.

17. - La funzione F(x, p) &, in virtt delle ipotesi, continua nell’insieme
chiuso e limitato I costituito dai punti (z, p) per i quali zed, |p| = [(p/)?* +
+ (p*)*+ (p°)*]V2=1. Inoltre & F(z, p) >0 per ogni (#, p)el. Siano m e M
il minimo € il massimo di F(z, p) in I. Sard 0 < m < F(», p) < M per (w, p)el
e percid, in virti della condizione b) del n. 4, si avrd, per ogni (x, p) (xed,
p|#0), 0<m|p|<Flz, p) <M|p]).

Sard percid possibile, come nella Memoria [5] di L. CESARI, prolungare la
funzione F(z, p) fino ad una funzione Fy(», p) definita per ogni xel;, |p| % 0
in modo che F,(z, p) sia continua per ogni (z, p) con p. 5= 0 e si abbia:

a) o<m< Pylw,p) < M per ogni ael;, |p| =1,
b)  Fyxp)=|p|-Folw, p/|p|) per ogni wxek;, |p| +#0.

Osserviamo che in conseguenza delle definizione dikz‘I(S) e J(3) si avra,
per ogni superficie § e > di area finita,

0 < ma(S) < J(8) < Ma(8),

0<ma(3) <I3) < Ma().
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18. - Siano 2 e A4 definiti come nel n. 2.

Sia, per ogni 0 > 0, A(J) Vinsieme convesso chiuso formato da tutti i punti
di F; la cul distanza da 4 & <. Sard 4(5)D> 4, 4(0) = 4. Sia, per ogni
d =0, 2(d) Vinsieme aperto, eventualmente vuoto, costituito da tutti i punti
di E, che appartengono ad 2 e che distano dalla frontiera Q* di Q per pin di §.
Sard 2(0)cL, (0) = L. )

Sia, per ogni ¢ > 0, W{(J) la famiglia costituita da tutte le superﬁcid >, del
tipo della 2-sfera, tali che [>]cA(d), Oz, >) # 0 se 2eQ(J).

Si ha, per ogni 6 > 0, W(0)cW (), W(0) = W, donde si deduce in particolare
che ciascuna delle famiglie W(J6) non & vuota. Si ha infine W(S)>W(3) se
0o .

Indichiamo con i e j(0) gli estremi inferiori di 3(3) quando D>eW oppure

SeW ().
Risulterd, per ogni 0 <<d<Cd', j(d') <j(0) <i. Isisterd percid lim j(d) =
—j<i.

Sia A¥> 0 la distanza di 2% da 4% Sia 2 >1 il numero di cui alla defini-
“zione di classe [C;]: Sia 26 > 0 il raggio-di una sfera tutta contenuta in Q. Siano
M e m definiti come nel n. precedente. '
Sia, per ogni n =1, 2, 3, ..,

min [2-7, A%, —5]
~ 80[max (2, Mjm)p’

. ) R
&y ft,= min { (4 2)1.2~nkn) D2 Q02 gmég} ,

1. 1 1
sia 0 << §,<< min (5 0, 37 ~> tale che risulti §(26,) > — tn.

FR
19. - Sia, per ogni #n =1, 2,.., >,eW(d,) tale che

§(0a) < 3(Xn) <3(0n) + fta -

Sard possibile determinare, per ogni n =1, 2,..., un poliedro P,eW(24,),
non degenere, in modo che risulti (?)
l C](zn) —;—“J(ﬂ‘n) I < My
e -quindi

j“”/ln< j(26n) = J(C"n) < ?(671) : 2{“" <?' + 21“’" '

(8) Basterd tenere presente il Teorema di PoiNcArE-Borern [1], il secondo teorema
ricordato nel n. 4 e modificare eventualmente la posizione di qualche vertice.
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Risulterd inoltre, per ogni n,
a(&,) < (A/m)d(er,) < (1/m) (j +1).

20. — Ciascuna delle superficie poliedriche della successione {51’,,} ora co-
struita & non degenere ed ha area (%) a(&,) > 478°.

To pertanto possibile (n. 16) ottenere, per ogni n, una rappresentazione con-
forme di &,, sia essa (&, @) @ = x,{u), ve@, per la quale risulti

a‘(.@n; @i)>27{52 (i=1, 2, ..., 6),

essendo @; (1 =1, 2, ..., 6) definite come nel n. 16.

A partire dalla successione (G, @) (n =1, 2, ...) ora costruita, formiamo una
successione di coppie di trasformazioni, del tipo della 2-cella, { (Tiny @)y (Tsny Q)
~(n=1, 2, ...)}, ottenute ponendo '

«

(Liny, @) = (S W', Q) (i =1, 2),
essendo (¥, &) (1 =1, 2), (T, @) le trasformazioni continue definite nel n. 3.

Se indichiamo §,, e S,, le superficie poliedriche rappresentate da (T4, @)
e (T, Q) (=1, 2,...), rispettivamente, avremo

a(81n) + a(Ssn) = (&) < (G +1)/m.
Indichiamo con 7>> 0 un numero tale che se v/,0"e@} ed ¢ d{ ', v }< T risulti

7/8 la distanza sferica d{ W,(v'), W(v") } dei punti (o), W(v"), (i =1, 2),
su @.

21. — Applichiamo il Lemma del n. 10 alla successione di coppie di tra-
sformazioni ' ‘

{Tlny Q) = .’171,1(’1}), 'UEQQ (T:’.n’ Q) 1% = @an(V), TEQ; (n = 1, 27 )}
considerate nel n. precedente.
(*) In virtd della ipotesi che &, avvolge 2(24,) e della disuguaglianza isoperimetrica

spaziale. Per questa disuguaglianza cfr.: T. Rap6, The isoperimelric inequality and the
Lebesgue definition of surface area, Trans. Amer. Math. Soc. 61, 530-555 (1947).

12, — Riviste di Matematica.
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Indichiamo con » un generico intero (» =1, 2, ...) e con &, >0 un numeré
reale. Facendo, nel Lemma del n. 10, ¢ = &, possiamo determinare per ogni
v i numeri reali ,>0, 4,,>0, 5,< §,<§, e suddivisioni 4, di @, mediante
corde parallele ai lati di ¢, in rettangoli » le cui dimensioni sono comprese fra
d,, e 2d,, tali che 'immagine di ogni lato dei rettangoli r€4,,, non su Q% se-
~condo (1., Q) oppure (T,, @), siauna curva di lunghezza < & /4. Osserviamo
ehe 7, dipende unicamente da ». ’

Facciamo

Ev: Inin{‘[/27 6)'7 8)'9 ?]1-—1/237 771'—2,[24? b 771/2"+1} (’V :17 27 "‘) .

Osserviamo, come nella Memoria [3] di L. CESARI, che per ogni v le dimensioni
dei rettangoli red,, sono comprese fra #, e 7,_,, percid esse sono minori delle
dimensioni dei rettangoli ved, , (n =1, 2, ...).

Osserviamo anche che le immagini secondo (7', ) (i=1,2; n=1,2, ...)
dei lati non su @* dei rettangoli re€4,, sono percio archi di lunghezza < g /4.

22. — Sia n = 1,2, ...esiav=1,2 .. n.

Per ogni red,, che non incontra @* consideriamo le due regioni di JorDAN
Mc@ che sono rispettivamente immagini di » secondo le trasformazioni (P *- 7,
@) e (¥, *-T, @) considerate nel n. 3.

Per ogni rettangolo re,, che incontra @+ consideriamo la regione di Jor-
DAN dce che si ottiene saldando lungo la linea ¥ 'T(r*-Q%) = Y, 'T(r*- Q%)
le regioni di JorpAN di @ che sono immagini di » secondo (¥ -7, Q)e (¥, T,
() rispettivamente.

La sfera @ risulta cosi decomposta per ogni # e » < » in un gruppo finito
di regioni di JornAx . Diciamo A, tale decomposizione di @ .

Per ogni regione Med,, consideriamo la superficie poliedrica > del tipo della
2-cella, definita su 5% da (S, C).

Vogliamo provare che si ha

a(>) <A Mim .

23. — Consideriamo in questo n. il ecaso in cui § provenga, nel modo desecritto
nel n. precedente, da un rettangolo re4,, che non incontra Q*.

La superficie > & in questo caso la superficie definita su r dalla trasforma-
zione (T,, Q) oppure dalla (T,,, Q).

Dimostriamo dapprima che esiste una superficie poliedrica S, avente il
medesimo contorno di 3, per la quale risulta

a(3) <4ker,  [S]c A(26,) —Q2(26.).
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A questo scopo osservigmo che se il sostegno [z] della superficie poliedrica

z, ottenuta applicando il primo teorema del n. 11 alla linea contorno di >, non

ineontra .Q(2<§Z,_), allora facendo S = z le condizioni richieste sono verificate.

Se invece ¥ incontra £2(24,), ¢ possibile, poiché il contorno di ¥ ha lunghezza

< 1/4, poiché 2 & di classe [C,] e poiché 24,< 1/, costruire una superficie
—E— che non incontra £2(24,) e per la guale si ha

a(Y) <4,  diam [3]< 22, .
Risulta pertanto, per ogni z€[>],
a{x, [226,)]}<d{x, = bd{w, = )

essendo 2e[Q(24,)]* [Z] e 2e[0(3)], dalla quale si deduce

d{ @, [226,)]* Y < 20, + 2e,= 42e,< 2%,

e quindi che [z]cAcA(‘)é ). ;

Indichiamo con (U,,,,, N)w = a‘ A1), ued}, una rappresentazione continuzn
di z su N per la qmle risulti «, Su) = @, (u) se ueR*; indichiamo con (T u,w,
e—M).x = x Su), w e @ — 3, una rappresentazione continua di z su @ —3a}
per la quale risulti ancora 'vm,(u) = x,(u) se uch*

Sia &7 il poliedro del tipo della 2-sfera che & rappresentato dalla trasforma-
zione (B, @) coincidente con (S,, €) su e —N e (‘CS,I,V, N) su M; sia §F* il
poliedro del tipo della 2-sfera che ¢ rappresentato dalla trasformazione (SF*,
@) coincidente con (G,., @) su g e con (§,,, @—N) su €—N

Dimostriamo che §FeW(26,). Poiché dal ragionaento di sopra segue che
[¢F]cA4(24,), rimane solo da provare che per ogni x€2(24,) si ha Oz, §F) # 0.

Osserviamo che i sostegni [#7] e [&*] dei poliedri & ¢ &** non incontrano
Pinsieme connesso £2(24,), di modo che gli indici topologici O(w, SE)e O, §X*
si conservano invariati al variare di » in ©Q(24,). Osserviamo inoltre che, per
note proprietd dell’indice topologico, si ha

Y op K 1** .,
Om, &,) =0@@, &)+ 0@ ;%) se wef(24,).
La nostra -affermazione sard cosi provata non appena si sard provato che
per ogni x€Q2(24,) si ha Oz, §**) = 0.
Ora ove fosse O(z, J*") =0, per ogni ©x€Q(24,), poiché [§*¥]cA(24,), si
avrebbe &X*eW(24,); e cid ¢ assurdo.
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Infatti, in tal caso dovremo avere

mentre, per essere J(Y) definito positivo in A e per essere a(s,— 3)> 276252,
si ha (cfr. n. 20) ()

JEEF) = a3 + S IE)—3E— ) +33) <
L Ien) —male, — ) + HMa( S A+ 20, — MmO - $MAE < J — p, << J(20,),
poiché risulta
B, < mo*/2, << mo*/(8MA) .
Abbiamo cosi pi'rov1t0 che &, EeWW ("5 ).
Possiamo ora provare che, nel caso considerato all’inizio del n. 23, si ha
() <B5MAm .

Ove fosse infatti «(3) > 53 iei/m dovremmo avere, con le medesime nota-
zioni,

§(26,) <IET) <) — ) + _S - 20— ma(Y) + ﬂ[a(i) <
<j + 2u,—5MAie) + 4MAel <j + 2u,— MAed,
e quindi, per il n. 16 e per essere ¥ < =,

F— 0, < — < IET)<F 4 20— MAE < + 2u,— Mied <j—2u,

che ¢ contradittoria.

24. ~ Nel caso rimanente la dimostrazione si conduce atla stessa maniera
Basta solo osservare che anche in questo caso il contorno di > ha lunghezza
< 2¢, e che & ancora valida la diéuguaglianxa a(e,— ) > 2 per il modo come
8i ¢ scelto 7 nel n. 20 e per la rappresentazione di ¢, #dottata nello stesso n. 20.

(%) 8i tenga anche presente la proprietd additiva di J(S) citata in fine del n. 5.
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25. - Perognin=1,2,...er =1, 2, .., nsia A, la decomposizione di @
in regioni di JORDAN O considerata nel n. 22. :

Per ogni ded,, facciamo applicazione (11) del Lemma del n. 12 alla super-
ficie poliedrica §, definita su M da ($,, @), in relazione ad un punto G,(u),
weh*, K == 4AMim, D =2¢,. ‘ o

(10 & possibile poiché, per quanto si ¢ visto nei nn. 21 e 22, si ha 2D +
+ 3[K-a(S)}e< 1/(22) . )

Indichiamo con 3, la classe delle regioni aperte semplici di JORDAN 7C
definite in ordine al Lemma del n. 12 sulla regione Sed,, . In accordo con il
Lemma del n. 12 ciascuna di queste regioni 7 ¢ interna a .

Sia (B, @) @ = x,, (u), uee, la trasformazione continua definita mediante
P’applicazione del Lemma di livellamento, introdotto nel n. 12, ad ognuna delle
regioni Ned,, - ,

Per ogni Me4,, siano o ¢ g, le famiglie di superficie poliedriche g, &, de-
finite sulle regioni di JORDAN 7€, 7c, dalle trasformazioni ($., @) e (B,,,
@) rispettivamente. Per ciascuna di tali superficie a;, o, si ha 9(s,) = o).

26. — Per ogni n =1, 2, ... e » = 1, 2, ..., n sia &, la superficie poliedrica del
tipo della 2-sfera definita dalla trasformazione (3,,, @) considerata nel n.
precedente. ~

Vogliamo provare che &,€W(24,). Basterd allo scopo provare che
[¢,,]cA(24,) e che per ogni 2eQ(26,) si ha O(z, &,,) 7 0.

Per ¢ido che concerne la prima parte della nostra affermazione osserviamo
che questa discende dalla condizione b’) del Teorema del n. 12, in quanto che
il sostegno [o,;] di ciascuna delle superficie g,; della famiglia o, appartiene al
minimo insieme convesso contenente ¥{(7,;) e percid a A(24,), oppure in quanto
che, per essere ’ '

2 diam [S,(M*)] + 3[Ka(B,, c’»)]l/zs{i -+ 15 MAi/m } e, << 1/(24),
si ha, dal medesimo n. 12 e dal n. 16,
{0y [Q26)]* }< (A + 1) diam [(ge)] <2A{4 -+ 15M/m Je, < 2%,

¢io che prova, in virt della definizione di A%, che [oo/]cACA(26,).

(1) 11 fatto che il eampo base di S non sia un rettangolo R e che la rappresentazione
di 8 non sia quasi lineare su R non costituisce evidentemente nessuna variante, eccetto
la sostituzione di poligoni aperti semplici zCR con regioni di JorRDAN 7 aperte semplici

ceh. . .
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Per cid che concerne la seconda parte della nostra affermazione, consideriamo
per una generica e, le trasformazioni continue (,,, M) e (§,,, e —N)
ottenute rappresentando su N e @ — N, rispettivamente, la superficie polie-
drica che si ottiene applicando alla superficie (S,, ) il procedimento di livel-
lamento del n. 12 ed in modo che §, (1) = T, (1) = S.(u) se ueN*.

Consideriamo quindi la trasformazione continua (@,,” @) che coincide con
(Ga, @ su @— 3N e con (G,,, N) su N ed infine la trasformazibne continua
(BE¥, @) che coincide con ($,, @) su sy e con (., ARN)suee—N..

Diciamo &), e &% i poliedri rappresentati rlSpettivameﬂte da (7, @
e (B %, @) e osserviamo che si passa da &, a &,, con un numero finito di opera-
zioni analoghe a quelle effettuate per passare da &, a ok

Basterd pertanto provare che per ogni #€Q(26) si ha O(x, LY #£0.

In virtt di note propuctd delVindice topologico e per il fatto che nessuno
degli insiemi [§.°], [‘1 *] incontra Vinsieme connesso 2(26,),  sard

O 7= O, :J",,); = Oz, &%)+ 0@, &*%),

Ayl n.

gli indici topologici conservandosi invarianti al variare di z in £2(26,).

Bastera pertanto provare che O(z, &2%) ¢ nullo per zeQ(26,).
Ora se si avesse O(w, &%) # 0 per 2e£(24,), poiché ¢ O ]CA 26,), si
avrebbe &7*eW(24,). Quindi, per la disugnaglianza isoperimetrica (n. 20) e
per essere 20,< 6/2, avremo che :

a(eX*)y > o0, '

ny

Ma ¢, in virti del n. 22 e del Teorema del n. 12,

(“*:‘) == a[ Gy A ] + @ [Ln ) :’T)]<

< BMAgim + BMA(1 + AK)jm <15MAet/m < 28,

in virtli -del modo come fu scelto e, .
Abbiamo cosi provato che &, W(24,).

27. — Per ogni intero n — L, 2, .., perogniy =1, 2, ..., ne Med,,, siano
o € 0, le famiglie di superficie poheduche conmdemte nel n. 24. Per 11 Lemm& del
n. 12 abbumo

a(oo) < AK-1-a(g) .
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In virtt del n. 17 risulta percid
0 < 3(00) < Ma(ay) < Mia(o)/ K = ma(o)/+ < Jio)+.
In virtd della definizione di &, risulta quindi
) < I <G+ 2t
D’altra parte, poiché &, eW(24,), si ha
J— 1< (20,) < 3 -
Risulta cosi:

j*—‘lln < J(S"ny) < J(S"n) < :i _4}_ 21“’" M

Dalle disuguaglianze di sopra risulta pertanto

3> (@) —a(e,) = 3 {d@)—a)}> X (3/4)d0).

‘lea,,, @»EZ,,,
Si ha cosi
() Y a(o) < dun
A€dn,
e quindi '

Moy < ;lc; .
DNEAny

. 28. — Per ogni N eA,,, indichiamo con £ la lunohezm complessw‘w del con-
torni p di tutte le superficie appartenenti alla famiglia Go, Ccioé delle superficie
definite dalle trasformazioni (,, %) sulle regioni semplici di JORDAN #€®,,

In virtd del Lemma del n. 12 risulterd, per ogni £,

<K ao) < (4231/771)—1 a(o‘)

Per la disuguaglianza () stabilita nel n. precedente risulta pertanto

m — m 1 -

S s<gy 3 do<gy 3, T@<
. VST S
LEAny Nhed,, NEdny
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quindi

2 _(@pr< <Lt <,

Ned, :zEU,,,,
donde si deduce, per ogni regione semplice ned,,,

diam @, (#*) <p<e, < &

29. — Per ogni Med,, indichiamo d’ora in avanti con > le superficie polie-
driche del tipo della 2-cella definite su 9} dalla trasformazione (&,,, @).

Ciascuna di queste superficie &, in forza del Teorema del n. 12 e del Teo-
rema del n. 22, contenuta in una sfera di centro Ga(u), uedi*, e raggio

< (1 + 22)4 de,+ 3[(AAM[/m)(3 M At m) s < 60¢ [max (4, M/m)]
dsulta percio, in particolare,

diam [ 3] = 120¢ [max (A, M/m)]?

30. — Seguendo ancora la Memoria [5] di L. Cesar, indichiano con ‘@L,‘c‘@nv
la collezione formata con le regioni semphm di JorDAN 7€, nella seguente

ot

maniera: una regione 7 appartiene a ,; se e solamente se non & contenuta in
nessuna delle regioni Med, ., dug, -y Aun-
Indichiamo con 3, CG,, =2, .., n—1) la collezione format‘l dalle re-

ny
gioni 7e@,, nella seguente maniera: una regione 7= (Lppaltlene a o,,, Se non é
v—1
contenuta (%) nell’insieme » ¢ ®,, e se non ¢ contenuta in alcuna delle regioni
$=1 B
NEd,, 11y Auyizs ooy Au . Diciamo infine @, ,CS, , la collezione delle regioni
n—1

!

neS,, formata nella seguente maniera: 7€, se non ¢ contenuta in > B,

Se=x]

" Sia 7 un elemento della collezione ‘@M (v =1, 2, .., ), sia RNe, la regione
di JORDAN cui 7 appartiene.

11 medesimo ragionamento contenuto nel n. 37 della Memoria [5] di L.

CESARI consente di affermare che 7 non incontra linsieme 99- (U,'u-g— QM -

F o L)

ny

Pl - S . . . . - . - - .
(12) Con B,,, G,,, (v = 1, 2, ..., n) indichiamo anche I'insieme dei punti di @ ricoperto
dalle regioni (chiuse) di JorpaN 7 che appartengono alle collezioni B,,, ),
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31. - Seguendo ancora il ragionamento della Memoria [5] di L. CESARI,
definiamo, per ogni » = 1, 2, ..., la trasformazione (&,, @):« = X,(u), ue@,
nella seguente maniera:

S @, (u) - se uE‘CS,’", v=1, 2, ..., n),

n

Za},‘(u) se we@— 9 T,

3\

Per quanto si & osservato nel n. precedente la trasformazione (&,, @) &
continua e quasi lineare.
Sia &, la superficie poliedrica del tipo della 2-sfera rappresentata da (S,

@)-
Con gli stessi argomenti del n. 26 si riconosce che &,eW(24,).
Diciamo ¢, la famiglia di superﬁcie poliedriche definite dalla trasforma-

zione (&,,, @) sulle regioni acS, v =1, 2, ..., n), diciamo aﬂ,o la famiglia di
~guperficie- pohedmchedeﬂmtedalla-«trasformazmne (@;5-@)-su-tuttele-regioni
ne@,, v =1, 2, ..., n).

ny

Diciamo & ,, la superficie definita dalla trasformazione (&,, @) su @ — z U,.y .
Per i nn. 17 e 27 risulta v=1

Fa) = 3 0) + 3 3(0n) < 3me) + 3 3o T <
<J A+ 2t =]+ (04 2)p<j + 27
Poiche d’altra parte si ha

j—?‘," < j */un< J(gﬂ)j

otteniamo cosi:

32. -~ Sia £>0 arbitrario. Sia g il pid piccolo intero positivo tale che
1100 -max [A, M/m]%,< ¢ (essendo &, la successione definita nel n. 18). Sia
3(e) =1, (essendo {7, } la successione definita nel n. 21).

Sia d = 6(¢) il numero cosi definito.

Per ogni 0 << g << /2 sia

w(p) =sup  A{ T Yyu), T-Hyu") p=sup d{ T~ W), T W)},
u', u"E@ wu'e, ) :
d (u',u”)<g d (u’.u")<e
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essendo ', " punti di @; (i =1, 2) la cui distanza sferica d («', u") & <g; es-
sendo (11, @), (T ¥,, @) le trasformazioni continue definite nel n. 3
ed essendo d(v', v") la distanza euclidea di due punti @', v"eQ . La funzione
w(p) & crescente con g ed & im o(g) = 0.

Sia allora d(¢) Vestremo superiore dei numeri ¢ per i quali & o(p) < 8(e).
Siano u,, u, due punti di € la cui distanza sferica & << §(¢). Affermo che per
ogni n>pu si ha

d{ (‘Sn(ul)y rtgn(?%) }< &,
essendo Galuy), T(u,) 1 punti immagini di «, e w, secondo la trasformazione

(Sn, @) introdotta nel n. 31, ed essendo a{ Taluy), Ba(u) } la distanza in E,
di tali punti.

33. - Suppongo inizialmente che u, e w, appartengano a @, . Considero,

seguendo la-Memoria [5] di L. CEsarL, i vari casi seguenti:

. . — ! :
a) u, e u, appartengono alla stessa regione di JORDAN 7@, (v =1, 2, ..., n).
Si ha in questo caso

A{Taw);, Tulw) }<2(1 + 4) diam Tz <201 + Agn= 426, < .

b) w.En;, n cu,,, , 7; non & contenuta in nessmm delle regioni “){cA,m
Sia u.e;, Ned,,. Esistono allora due punti weR* -7¥ (i =1, 2) tali che

A{Va(u), Talu) }<2(1 4 Ve, (i =1, 2).
Detti v,= T-1 Yy(u,), v,= T I/( D, (=1, 2) con s;=1 oppure 2 a ge-
conda che u;e@, oppure u €@y, sl ha che d{@l, Ty }< o( s) =1,, donde si deduce

che v; e v, appartengono a due rettangoli r, e , aventi almeno un vertice in co-
mune. Si ha percid

A{ Talw), Solw) }<a{Talw)y Suluy) } + a{ Sluy), Solul) } +
F A{ )y Tl J<2AL + Heat A{ Tolwy), Salwy) 3+
2(1 + })sn 41 + e, + de, =12 << &
in forza del n. 21, in quanto

A{Tu), S WO} = A{ T W I, S W TW) < 6, (5 =1, 2)

"
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. . . ! ’ oy .
ed in quanto che i punti v,, v, possono essere uniti da una poligonale formata
al pit da quattro segmenti consecutivi appartenenti ai lati di r, e 7. non su @*.
— _ 7 e o “3 . )
¢) w€mwy, WES,,, HEN, Red,,, (G=1,2).
Poiché 7, & contenuta in ,;, ne viene intanto che p <y, <n (I =1, 2).
Sia %, 167 U, 11€C; 51 ha

ad{ Ba(u):  Taltty, ) <21 + Mea< dey,

T (2, 1._.*1) = ‘c—:nvi(u’i,viﬁ—l) = A@n(ui,vi+1)'
P - - - . - - : -
Si ha 7.£8,,, quindi 7., , N €4, - Per ogni punto w, EW\“ SI ha

(I{U,, by )y o,,, Uspyoi1 }<1’08 [ma\ (A, Mim)].

Affermo ora che in ogni caso possiamo scegliere ., e“ m modo che non sia

interno ad aleuna delle regioni delle collezioni @,1 1 u ey L,,v,__l, T, 1 - 1D
T
fatti &, v 1O ¢ contenuta in alcuna delle regioni neo,,, . D’altra parte le
!
regioni 769" ,,,_lwt‘ﬂ g1 O SODO contenute nelle regioni “',EA,,,, t =, (1),

-t
oppure sono contenute in Z B., (). Percid possiamo scegliere sopra %}, un
*
§=1

punto u,, non internoa nessuna delle regioni della collezione &, , _ ,néad alcuna

delle 1'8010111 delle cellezioni B, (s == 1, ...; v,— 2). Risultera (‘OSI ‘G,, rim NCm =
7

= Bu(u,,, ). 11 punto w, , ora scelto qpp‘utxene auna regione M, ’ €4, »—1€ DT

ogni punto app‘u'tenente a W\, ve1 si ha
U By altty)s Tt ) }< 1206, [max (4, Mjm)]=.

Ripetendo questo procedimento otteniamo un gruppo di punti U €N =i,y
Vicay ooy (01 ) per i quall S, ,40) = B, (8, 040) € 4 Taltty )y Salug) F<
< 120g, [max (4, M/m)P? (= vi, Vig,y oeny W)

(13 E in tal caso non possono contenere o, nel loro interno. Infatti 7eB,,,,-1—
— L,,,y _; non pud ovviamente appartenere a ¢ ‘EA,, vi né pud appartenere a MNed, ,, t>v
perché allora I'insiemne 7'-1-¥,(7-@,) + T—'-¥,(=-C,) dovrebbe contenere un rettangolo
7€4y,,, ¢ dovrebbe essere contenuto in uno dei rettangoli re4, (, { > v;; e ¢id & impos-
sibile perché le dimensioni dei rettangoli r€4,,,, sono maggiori delle dimensioni dei ret-
tangoli red,;, 1 >, ot

(1) E A, :)-r, non pud essere contenuta in z U,, s» poiché 7, non & contenuta in
Yi{-2 . =1

o ?
2 G
s=1
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Abbiamo percio

d{tsn( Uy, 1)y Galy,, }<]"0 [max (4, J[/m)] {¢ &t Eppy T e s,,{}<
<120 [max (4, M/m)]*2e,,

poiché & g4, < 6,2
Indicati in seguito come sopra con v, e v, i punti 71 Yi(w,), T-1- ¥, (u,),
consideriamo per ogni ¢ i punti

vy = T, (u; ) (1 =1, 2; b=wv,+1, ...y )

con $;, eguale ad 1 oppure 2 secondo che u;, appartiene a @ oppure a @,;

. . . - . PN ’ "o, .

indichiamo quindi per comoditd con v, e v, 1 punti Cippetrr Ui (i =1, 2).
Osserviamo che i punti v, ,,,, v,, appartengono al medesimo rettangolo

1€,y (t =v;, ..., u) e quindi

‘I{thy zt+1}<4£t<177t~i/2; N

Si ha percio

p+1
d{”n"’:,u-i—x} d{v, 1y U :th}< .
t= 1
< 4{-’,,{—5— e - 48,,,< a2, + (1/2)277#+ v (1/2)"f"“17ﬂ< My -

Questo assicura che il punto v, ,,, ha dal punto v, distanza minore del minimo
delle dimensioni dei rettangoli re4, o - Percio se diciamo 7, » EA,, wl 1etmnrr011
cui appartengono rispettivamente v, e v, allora necessariamente r, e 7; hanno
almeno un vertlce in comune. Quindi per la stcssm osservallone fatta in b)
i rettangoli ,, 7,, appartengono ad una catena rl, Pry Tay 1,, di rettangoli 7EA
che hanno a due a due almeno un vertice in comune

In conseguenza i punti vl € r1 * @, -v2 er,*— Q* possono essere uniti
mediante una linea poligonale tormata al pilt da 16 segmenti consecutivi
appartenenti ai lati di rettangoli red, , non su Q% Sard pertanto

o A{ Bu(w), Talw) }<
<AL Bu(w)y Tl 4,) }+ A{ Sulty,, 1) By, b+ A Saluy,), Salu,,) )+
+ A{ Bty )s Bty 1) }+ A{ ol 1)y Salwe) <
<326, +4-1208, [max (4, Mim)]* + d{ B, ¥ (0), Sar ¥H0Y) ),

essendo $,;, s, ugnali a 1 oppure 2.
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Osserviamo che se nessuno dei rettangoli red, , che contengono i punti v, ,
(t =v;-+ 1, v;, ..., ;) incontra @* allora ¢ &,= 1; nel caso contrario sara, per il
medesimo ragionamento di sopra (*),
- - "
d{ I\:‘n * lllsi(vf)g Un !II (/U ) 3[“
Avremo percid

d { t_':_n(/u’l)? ‘Ein(u:!) }<

<4-120¢,-[max (4, M/m)]-+ 82e,+ 3¢,+ 6¢,< 510, [max (4, Mm)r < e.

n
~! P . . . .
d) ;€ @— 2 W, (i=1,2), oppure si ¢ in uno dei casi rimanenti.

Seguendo il medesimo ragionamento della Memoria [5] di L. CESARI si ha, in
tutti questi casi,

a{ Tpt), Tola) § < 510z, [max (2, Hjm)J<e.

Si ha cosi in ogni caso, se % € UEE@,

d { Taly), Salus) }< 510 [max(, M/m)]Pe, < e.

34. — Passando al caso in cui w», e %, siano in posizione generica avremo,
detto «' il punto in cui arco sul quale si misura la distanza sferica fra u, e
U, incontra il piano w*=0, '

A Balw), Tl }< A {Tolaw)y Tl } + A{Bolt), Sufw) }<
< 2(510[max (4, Mim)]e,) < e.

35. — Abbiamo cosi provate che per ogni & > 0, arbitrario, esiste un numero
8(g) >0 ed un intero u tale che se n > u ed % e 1, sono due punti di @ la cui
distanza sferica & << 8(¢), allora

d{ 671(1t1)? Esn(uﬂ) }(< €.

(*5) Detto infatti v, , il primo dei punti v, (¢ = »,+ 1, »;, ..., p) per il quale il corri-
spondente rettangolo red,,, incontra Q*, si ha d{ Vies Viuti } < n,, in modo che, detto
" un rettangolo €4,,, che contiene v, ,, allora 7] ha in comune con 7; almeno un vertice.
'\LL le dimensioni dired, ;,s >, sono minori delle dimensioni di ogni 7€4,,,, si ha percid
che 7] incontra @* e quindi che v} pud essere unito a Q* mediante al pit due segmenti
appartenentl a lati di rettanfroh r€d,,,, non su QF.
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Ma le trasformazioni (G, @ (n=1, 2, ..., #—-1) sono contmue, & percid
possibile, in base al medesimo &> 0 di sopra, determinare 0<C §'(e) << &(e)
tale che se u;, we@ ed & du,, u,) < §'(e) risulti, per ogni #n,

A{Tu(w), Bow) J<e.

Le funzioni vettoriali # = X, (u), (ue@; n =1, 2, ...}, mediante le quali
sono definite le trasformazioni (S,, @) risultano percid ugualmente continue
su C.

Le stesse funzioni vettoriali sono inoltre ugualmente limitate per essere

[8.] c 4(28,) c A(26,) (n=1, 2, ..).

36. — Mediante applicazione del teorema di ASCOLI & percid possibile estrarre
dalla successione {n} una sottosuccessione { n, } tale che la successione di
funzioni vettoriali ¢ = X, (u,) U@, . sia. uniformemente. convergente -Su-@-

Per semplicita supponmmo che sia n,,— m.

Esiste percid una funzione vettoriale # = X,(u), ue@, verso la quale le fun-
zioni vettoriali @ = X, (u), wuee@, convergono uniformemente.

Sia 3, la superficie del tipo della 2-sfera rappresentata da (G, @)z =
= Xo(u), ue@.

Voglio mostrare che >,e W(0) = W.

Dal fatto che &,eW(24,) (n =1, 2, ...) e che quindi [&,]cA4(26,) — Q2(26,)
segue intanto, poich¢ lim 6,=0, che [ Jcd4—Qc 4.

Per ogni 4e diciamo d(x) la distanza che z ha da 0% diciamo quindi n(x)
un intero tale che se n>>n(z) sia 20,< o(x). Ne segue allora xef2(24,) per
n > n(z) e pertanto che O(x, §,) s 0 per i medesimi n > n(z).

Per il teorema di Porxcari-Bomt. [1], per il fatto sopra stabilito che w¢[3,],
e per la convergenza secondo FRECHET di &, verso 3, si ha percid

20 =lm Oz, &,) =0.
B cosi provato che 3, € W(0) = W, risulta quindi

I =i

Ma poiché per le ipotesi e per il Teorema del n. 6 I’integrale S(Z) ¢ inferior-
mente semicontinuo su Zo rispetto alla successione di supelﬁme{ S j si ha anche,
per il n. 31,

IS < hm J o) =lim (j + 2-7) =7.
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B cosi

1<IC) <

Ma poiche, per il n. 18, si ha j <4, rimane cosi provato che

(1] P.
(2] L.

3(20) =1i.

Teorema del n. 2 ¢ cosi completamente provate.
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