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LETTERIO TOSCANO (¥)

Formule di riduzione tra funzioni e polinomi classiei. (**

s )

Introduzione.

Tra i polinomi di HERMITE

2mp !

— 1)*(2n)! 1 e
Hgn(m),,—_-ﬁ____)_(__)_b)_lF1<Mn; 3 i)v

(— DHr@2n + ! 3 a?
H2n+1(w) E “‘—_'éTnT‘_“—a} lFl - 13 57 E

e le funzioni di HERMITE
) 1 3 a2
Ban(®) = (—1)" 22 n! 1F1<—~ n 4+ 33 3 —) ,

1 1 a?
hopia(@) = (—1)»2 20l By {— o — 5 >
sussiste la relazione

1) ho(@) H o(@) — Hy(®@) hal®) = €= G y(m)

dove G,(x) [polinomio associato a quello di HErMITE] & definito dalle
Go(@) =1, Gy@) =, Gua)— Gy (¥) + NGry(@) = 0.

k(*) Indirizzo: Via Placida 85, Messina, Italia.
(**) Ricevuto il 25-V-1955.
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Lo studio dei @G,(2) fu iniziato da N. NIBELSEXN, e nuovi risultati sono stati
da me assegnati, recentemente ().
Al fini del presente lavoro richiamo le formule di riduzione:

z(n—-1)/2

(2)  h(@) = h(@H, () — e S, (1) ( o l) Pl H (@),

0

= (n—1)/2

(3) hn(@) = ho(@)H (@) — eo(— i)t 3, : - H (i),

o rin =) (n~—2r —1)!

(4) Bol®) = Ro(e) H () — e='F2 1:5_“1 ( ) i H (i) H ey ().

In esse h,(@) viene espresso con 'elemento iniziale ho(2) e con i polinomi H, (x),
H(iz), essendo 42 = —1.
D’altra parte quale estensione della (1) si ha

(5) B (@) Hoy (@) — H (@) By, (#) = 916G, _, (@) (v>0),

con (@) polinomio di grado #n—1 in &, definito dalle

n—1,»
(6) Gy (1) =1, G, (@) =, G, (@) —aG,_, (@) + (n +9)G,_, (2) = 0.

E si presenta naturale la estensione dei risultati noti per i G,(z) ai G, . (@),
al fine di stabilire sopratutto formule generali di riduzione per gli &, (@) a
partire da %, (z). Cid sard fatto nella prima parte «di questo lavoro. Alla quale
seguird la ricerca di relazioni integrali per stabilive legami tra i polinomi in
questione e gli ipergeometrici. B poiché le (6) che definiscono i G, . (w) sila-
sciano pure studiare per » intero negativo, saranno assegnati dei risultati re-
lativi a questo caso.

Inoltre sard stabilita una formula di riduzione tra funzioni e polinomi di
LAGUERRE. E chiuderd un’appendice sulla esplessmne dei polinomi H,(x)
con i G,(x).

Il lavoro — come si vedrd — ha per i G", A#) ampiezza maggiore di una
semplice estensione, in quanto contiene nuovi risultati, non assegnati nei pre-
cedenti lavori (v == 0) o dedotti ora per » < 0. Consente un’ampia visione sui

(Y) L. Toscaxo: Polinomi associali a polinomi classici, Rivista Mat. Univ. Parma
4, 387-402 (1953); Le funzioni del cilindro parabolico come caso limite delle funzioni iper-
geometriche, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 9, 29-38 (1954); Caratiere ipergeometrico dei poli-
nomi associati a quelli di Hermite, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 9, 146-150 (1954).
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legami tra funzioni e polinomi di HERMITE con i relativi associati. E con altri
visultati sulle funzioni e sul polinomi di LAGUERRE apre la via ad analoghe
ricerche. :

Polinomi G, (x) per v intero positive, o nullo, e formule di riduzione.

1. — I polinomi G, (») per » = —1 si identificano con quelli di HERMITE, e
per v = 0 con gli associati studiati da NIBELSEN e da altri. Si pud quindi dire
che essi, al variare dell’intero positivo », costituiscono una catena di polinomi
associati a quelli di HERMITE. '

- La G_, () & da ritenersi nulla.
Dalla relazione ricorrente (6) si ha facilmente la rappresentazione:

x v +n 0 0" ... 00 0 0
1 R e [ 00 0 0
0 1 x y + /nA-~2 0 0 0 0
T T e .
0 0 0 0 1 a2 »v-+3 0
0 0 0 0 01 z v 42
0 0 0 0 .. 00 1 @z

Nel determinante moltiplichiamo gli elementi della prima parallela al disotto
della diagonale principale rispettivamente per

]

Vy + N, Vy +n—1, e s Vy + 3, Vy + 2,

e dividiamo quelli della prima parallela al disopra rispettivamente per le
stesse quantitd. Si ha Paltra rappresentazione: '

z  Votn 0 0 e 00 0 0
Vytn & Vytn—1 0 e 00 0 0
0 Vyin—1 2 Vofn—2 .. 0 0 0 0
(8) Gyl == |+ o o e
oo 0 0 0 o Voad @ Vi3 0
0 0 0 0 e 0 Voi3 @ Vg2
0 0 0 o .. 0 0 Vii2 @
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Il nuovo determinante risulta simmetrico, e per un teorema di CAUCHY e SYL-
VESTER si puo concludere che Iequazione G, (#) =0 ha tutte le sue radici
reali.

Per la pitt grande radice vale la limitazione (2)

(9) V l & Imax < \/'V + w1 + (\/’V ~+ 1.

Sempre dallo stesso determinante si ha

sen (n + 1)p

lim »~"@ (2 cos @- =
(10) Vo O v ﬂyl'(' €08 (p \/;;) sen (p

2. — In apalogia a quanto & stato fatto per gli H,(x) ei G, (x), esaminiamo

“Tespressione

Aﬂ(w) = G:, v(x) - Gn——l, v(w) Gn-;-l,v(‘,v) .

Proveremo che vale lo sviluppo

n

(11) An(m) = ('p -+ 17 n) + zr (’71; j—— v

) e—1e, ),

e quindi che essa & sempre positiva.
Infatti

du(@) = G, (@) [2G,_, (8) — (0 + )G, _, (2)]—
- Gn—l,v(w) [mGn,v(w) - (n + ¥ + l)Gn—l, r(‘,l")] ==
= +v +1)G_, (@) —® +9G,_, (@6, (r) =

= G::— l,v(w) + (n + ) [Gﬁ—l,v(w) - Gn_z, ;«(m)Gn, z(x)] ’

() H. WrrtMEYER: Binfluss der Anderung einer Malriz auf die Liosung des zugehs-
rigen Gleichungssystemes, sowie auf die charakteristischen Zahlen wnd Rigenveliloren,
Z. Angew. Math. Mech. 16, 287-300 (1936); Uber die Losung von linearen Gleichungssy-
slemen durch Iteralion, 7. Angew. Math. Mech. 16, 301-310 (1936). .
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da cul segue la relazione ricorrente
Anw) = @ _, (@) + (0 + ) du(@) -

n—1,¥

Sucecessivamente

Ae) = Gae) + (" T )1 Gat) + (M) 2 At

) = G+ (" )10 Ghnto) +

+ (’”‘2*' '”) 20 G, (@) + (’"’;“ ") 31 Auo(z) .

Cosi procedendo, e tenendo presente che

Ay =1, A@) =v + 2,
si perviene alla (11). Essa si pud anche presentare nella forma

(119 A (@) = (n + »)! ! +7:1 )
. n T o »ZO'T(V‘}-"'—{*I)!.

B risulta nota (®) solo per » =—1 e v =0.

3. — Passiamo a stabilire la derivata rispetto a  del polinomio G, (),
e P'equazione differenziale a cui soddisfa.

Premettiamo intanto un’altra rvelazione che ci sard utile anche per tale
ricerca.

Combinando la (5) con la (1) si ha subito

v! G, (@) = H(2) G, (¥) — G, () H, 1,1 ,(2),

(®) L. ToscaNo: Su wna disuguaglianza relativa ai polinomi di H.ermite, Boll
Un. Mat. Ital. (3) 7, 171-178 (1952). L. KoSCHMIEDER, Das Vorzeichen gewisser aus
H ermiteschen Polynomen zweiter Art gebildeler Delerminanten, Akad. Wiss. Wien,
Math.-Nat. Kl. Anz. 165-167 (1951).
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e da questa, con la (6), segue

vl G, (@) = G, (@) [2H, (@) — (v —1)H, _,(0)] —

— Hypy (@) [0G,_ (@) — 0 — 1)@, _,(2)] =
= [H, (@) G, (@) — G _(@)H,,,, (2)] —
— (v —1)[H,_,(2) G, () — G,'“a(a/‘)lilﬂ:.,,ﬂ(w)] -
=0—1)1aG,,,, (&) —e—1! G, ,_,@),

ciod

(12) v Gn 1( ) =& Gn+1 P 1(T) - Gﬂ+2,a'——2(m)'

Deriviamo ora la (5) rispetto a @, dopo avere sostituito % con n - 1. Si ha:

. d
1 exe ) .._ ! p% —
y! e o G, @) +v!e a @, (2) =
=v[h,_J(@)H,,, (2)—H, [(x) By oy oa()] +
+ (4 v+ V)[h(@)H,, (0) — H,() b, (2)] .

Per la stessa (5) segue

d

(T.’l; Gn,v(m) - Gn+1,q 1( ) + (I? _'“ v + 1>Gn-—1, (%)_%Gn 'x(/v)

e per la (6) si conclude
a ‘
(13) o G, (@) = G, pa(®) — Gi1, (@)
Ottenuta la derivata prima del pohnmmo G, .(x), passiamo al ecalcolo

della esplessmne dlffelemnle

2

F = 55 Ousle) + 0.0 G @) + (0 20 + 206, (@),
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Si ha, per la (13),

F o= Gy o) — 26, g 1[0 + G (@) +
-+ mGnH’,,_l(m)wwGHH’,,(w) (n ~ 29 - 2)("71 @)

E, per la (12),

F =206, o(¥) — 26, (@) + Gy (8) —2Gy (@) + (0 + v + 2)E, ().

B, per la (6),

F=2n +v+1)G, ,_ ().

Si pud pertanto concludere che i polinomi &, (z) verificano l’equazione dif-
ferenziale:

2
dx? G"’ 4

(14) (@) 4 (% G, () + (n +2v + 2)G, (2) =2(n +» + 1)G, ,_,(2).

4. — Dalla (5) si ha

-3 tn-f-)

! e“ z G () =

(n—]-i')' n—1,»

[

= (@) S Gyt Bl — B0 S Gy o)
1

e aggiungendo e togliendo al secondo membro 1’espressione

¥ i ¥ T

h(@) 3 5 How) — H (@) 3, 5 hole) =

r

v ¢ ' 2
= ZT ,)_! ‘[hr(m)Hg-(w) - H,(.’D) h’y(w)] =" fe ZT ter—r-—l, r(w)?
0 ’ ]
segue
LENY @ gr

! =l ;n o Gy, (@) = D (@) % ;52

— H (2) z h,(m) + ez 2 G, _,_y (@)
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Intanto é noto che (%)

> r
2y Hila) = 7%,
0

© g .
>, o bel@) = e (e —1) .
0

n, v

Quindi si ottiene lo sviluppo in serie per i polinomi G, (x):

FAO " »
1 G, (@) = o~ O h (@) — B (@ho(z — )] + 3,06, _,_, (@).

0

{15) »! z” o

Da esso risulta poi

R s (%)hm'“”]f -

vl Cn iw Sx) = ( dt"+v =0

1)) | o pmGeom]
¥ d((l?—t)"'*'” (=0

e 1)"+VH,,(.’I/‘) [ an+y

e ho(“'“‘—t)} ;

=0
e in conclusione

ar+ an+y

(16) WG,y (@) = (— 1) {hy(m) ——  H (%) —— ho(m)} e,

7+ ¥ AR 4 Y
dax dz

5. — Esprimiamo ora i polinomi G, (%) con quelli di HERMITE, e stahiliamo
il loro carattere ipergeometrico.
Prendiamo le mosse dalla

<nf2

Golw) = Zr (—1) (”'/: T) r! H, (),

¢ passiamo allo sviluppo di G, (2).

(%) Cfr. prima Nota citata in M.
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Si ha
< (n-+-1)/2 : -1 ‘
Gua(@) = 3 1 ("7 )t ) ) — Hane) =
0
< (n+1)f

~z<—n% T N [Haarela) (= 20+ DH )] = o) =

% (n+1)/2 \ <nj2
=> o (" )HHHMM+ZAJVCQj)oTmem
1 ]

= (n—1)/2 N
—_ z (M H‘l ( ;) (7' -+ 1)‘ Hn——zr(m) +

f

' ‘ <miz” T ’nn—wké‘—;« . ’,‘ E— .
3 e (T e D Hte) =
<nf2 . P
=S|I ) (e 0 et
¢ infine
=ut n—r , '
Gasl@) = 3, (=17 (") £ D Hola)

Analogamente

<nfe

2t Glr) = 3, (=17 (") 0 2 Hoarlo)

=}

T si & cosi indotti a ritenere la formula generale nella forma

snE no— T
(17) G =2 1)r< . ) 0+ 1, 7) Hporl®) -

0.
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- B supposta tale per v si ha con la (12), per » -1,

Hssa ¢ vera per v =0, 1,

’ =+ 12 rm—t | .
0 41) Gy @) = i) 3, (1) ("IN 0 ) Baarate) —
S(ns2)i2 — —r 2
=S 0 (T ) st =
=il n—7r - 1 ‘
=~—:3:,<-1>f( 0+ 1) Bar) +
‘Sn/‘z No— +1 ‘
+ 3= (M ) (0 1) +1, ) Hyg(a) +
(4]
S(ns2)/2 ’ 9
3, (1) ( ‘ ) (0 7) Hoegrial@) =
1
=(n~-1)f2 :
-3 <~—1>f“( +1)< S, 1) Hla) +
Sn/2 _,)_1,_1 (‘.Ll 11 ‘H !
’lL‘ z 7 1 <) - )(y T 7)) n—2r(x) N
=n/2 -
Lfn—r+1 o PR
+ 3y (T e+ Hysde) =

Sn"i 1y (n—~ r) (v +1, v +1) Hyp ) .

=2

]

Pertanto risulta provata la (17).
a questo sviluppo, tenendo presente che

nj2 n (27' \
r n—2r
1 9 @ R

Hyz) = 3, (— 7]
0
si ha:
<n/a =<(n—2s)/z n— 28 (27‘) t
Gn,,,(:v) = zs(—~1) ( s )(v + 1, 8) Z (1) ( 2 ) oY pr2s—er

—Lymantm ()1 (v 1, 5)

o zm (n— "m) - fo2ms(m —g)! 5!

<nf2 (___ 1)ymgn—2m 51
. J—— JR . IS BN a1e DY
= 2 a1 2mm oy (— o, v b1y 2) =

]

=nj2 oIy, v 1; —m; 2)

— 1 . m
== ! ozm =1 2m (n—2m)! m!

a;n~2m.
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E specializzando per indice pari (2n) e dispari (2n - 1) seguono le rela-
zioni particolari

1 T (—n, m) GF (0 m, vk 1 —2n; 2) [at\m
(18) Gy, (@) = (—2)" (5’ ) 2 1 — ) ,
0 (» s m> m!
3 r (=, m) I (—n A my e 1 —2n—1; 2) [a¥\™
(19) GQ"-&- 1, 1'(;1;) - ('"~ 2)11 (5’ ’)’l/) T zm - 3 ’é)
0 (; R m) m!

Draltra parte & noto che la funzione ipergeometrica confluente, a due varia-
bili,

e (s (b, 7)
I/)I(aﬂ b’ C,CI;:L‘, 3/) = 2 (e, 1) (¢!, s) rl s! AT (l-l‘

+lyl<1)

~gmrmette~lo-sviluppo

, ® (@, m)

. . <y — —_— e i . I AN
wl(a‘y b7 o, ¢y, ) = zm (¢, m) m! L + m, b: ¢ ) ym.
0

Facciamo, in questa prima,

: 1 r?
@ =-—n, b=v»-+1, ~¢=—2n, - 0’25’ r =2, y=-
e poi
. , 3 P %
O =z — N, b=v+1, ¢ =-—2n—1, o =3 v =2, y=-

Confrontiamo con le (18) e (19), e troviamo:

1 1 22\
(18" G, (1) = (—2)" (”2‘3 'n> 1!’]1(”’~ ny v +1; —2n, 3 2, “5) ’

3 @t
(19" G2n+1,,-(“’) = (__2)11(_2., 77/) TPy ("“ n; v +1; —2n—1, 33 2, ‘2')7

che stabiliscono il carattere ipergeometrico dei polinomi G, (@), (1) G,, 1, ).
Essi si possono considerare, a meno di un fattore numerico, quali particolari
polinomi y; con una variabile uguale a 2.
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Introdotto il polinomio

(o0 + 1, n) ' 1 -
vzp,(,‘,’z,(m) = el — ;v 1 — 20— — 5% +1; 2, ),

le precedenti si possono presentare nella forma:

iy [ 2
(18”) Gzn,r(m) == (— 2‘)”7’1/! 1/)7(1,-1-1,2) (5) ’
22
(197 G271+1, HA2) = (—2)nl @ 1(:{2) (%) ’

che richiama le cosiddette formule di SzEedé tra polinomi di Herymrre e di
LAGUERRE.

6. — In corrispondenza alla formula di moltiplicazione dei polinomi di
HERMITE,

/2 n\@n!
H«n(ta") = Zr (— 1)7' 29 9ryp! tn«-r(l - tg)r Hn—zr(m) ’

)

si puod stabilive ’analoga per i polinomi associati. Essa ¢ nuova anche per gli
associati di NIELSEX (v = 0).
Dalla (17) si ha

G, (tx) =

o

=n/2 n—s S(n—29)f2 n—2s\ (27)!
== zs (_ 1)3 s (V -+ 17 8) Zr (—' I)T 2 -2;' ! 1'71‘25—21‘(1 '—t2)TH'n-—25—2r(x) =
0 0
=nf2 (— 1)myn—2m mop—am )y 1, ome—1)

- gm gyt (@) 2 27 (m—7)! 7!

0

<nj2 (— 1)m gn—2m nl {1 —{t3m \ 2
= Zm m H,,_g,,z(w) i\ A ‘——'m, v -1 —n; 1)

(L — ) =

oy (@, b; 05 @) = (1_39)_“21'71(“: r—Db; ¢; a;~—1>’
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quindi

- 2 \
By (“" m, —‘ln’"—vwl; — m‘z) Hﬂ‘*zm(m) .

<nf2 t”—g"‘(l + 2w

) — 3! e
Gn, (1) = nl & 2 — 2m) !t m ! ¥

Ancora

(ba ’)I’)
I(—m, by ey @) = )

@

N 1
{(— a:)’*2F1<—— M, —n-—¢6+1; —n—2>0 - 1; —) .
E poi si conclude

(n—2m)! m

< nl
w02 (n—m)! (n4+v+ 1
(20) G, (t2) = 3, (—1)" **——( . )t"‘”"'
0

14t
v

—m, —m +n-+1; —m +nw+v 42 —Q—)H,,_m(a;).

Per t =1 si ritrova la (17).

Per t = —1 e mutando & in 4z si ha Valtro sviluppo notevole
<n/2 .
. n—am\ (n+ v+ 1 .
{20 Gn, Aw) = (— i) T, ( m ) < " ) m! H (i) .
- .

Introducendo i polinomi di JACOBE

(@ + 1, m)

Ib .
PR@) = ——

l—ua
2F1<-—m, m+a-+b+1; a-+1; ——-i}),

allo sviluppo (20) si puo dare la forma:

<nf2

n—m) 2 —mAngrtl, —m—y— 2
(21) G, (o) = Jn(— 1)'"( o )m! gn—gm plom el VN—12) Hoppul®) .

0

7. - Le (17), (20"), (21) c¢i consentono di stabilire le formule di riduzione:
(22) HI,(([/') h"n+ )v(‘/'v) = h—p(m)an+v(m) o

N7 —1

<(n-1)/2
("

. em’/g z" (____1)7‘ ) ('V - 7')! Hn—-zr-—l(m) ’

9. — Rivista di Matematica.
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(23) H (@)l () = (), (@) —
Z(n—1}/2 3
. z n—m —1\/n 4+ p .
— (— Q)1 ) ook %m ( m )( M ) AN p—
(24) ‘ H (t2) by, (te) = b (to)H,, ({z) —
e e —m—1 (= m 42 br, ~m—p=1)
— ! ¢t™ D (— 1)”‘( " )m! L L Y S )
0 -~

Relazioni integrali su i polinomi G, (@),

8. — Al fine di stabilire nuovi legami tra i polinomi associati e gli 1pe10e0-
metrici, troviamo aleune relazioni integrali.

a) Si ha
i . | ” =nf2 <nf2 )+ ! )
o BWR =R Q) — 1)) (- 8) ! - el
f G W = 3 B T e TR P e,
+ o
[ e ¥l . (2) H o) da
con ,
a=n—r+v+1, b=—r—p—1,

=n—8 +v+1, b=-—s—p—1.

E a calcoli eseguiti risulta
tel

+ 00

ox i, o [('b n (2, 8) 2
G5) e ) e = VIR S, gy e P )
In particolare:

: - =nf2 [(n——o)']- r + r\2
(259 fe—w/ G; Az) do = /257 z ot ( ) ) )

e Seln =00+t
(25") f @) Go = (1) VIR S, gy . )

—0
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Si ha pure:

<]

st

(26) ‘ e~ @

m, 1'(

tr) G, (tz) dz = 0,

{
8

con m ==n e di parith diversa.

b) Piu interessante ¢ la seguente relazione integrale

+ @ + o
R - =n 20— 71 , T,
e " 2 ng,,.(ta)) doe = zr ("" 1)r ( Iy i gan-tr —P{-a’ A (— te) e /:HZH—ET(“@) da ?
0 . )
con
«=2n—r +v+1, pf=—r—y—1.

Ma questo ultimo ntegrale & nullo per » = #n e uguale a vV2z per ¢ == .
Quindi:

+ o
27) f e Gy, () A = (—1)n ml /g PO D) (e,
-

In particolare:

) f e @, (@) dw = (—1)* (v + 1, ) V27,
+ 0 ’
27 fe““% Gy, f—ix) A = (—1)" (n +v + 2, n)V2x.

¢) Dalla nota relazione integrale

©

) _ @n+ D11 (1 n
DT e e L _ —
¢ " Hyia (V) do Togmtigl g L P (21) 1>
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si ha
fee]
[(z“”'r G2n+1, 1,(?:\/35) do =
0
¢ 20— 4 (@) ) — e /-
= zr (—l)T ) pbgemmr Pra ’ ("‘ %) e Hzn—2r+1('\/ "7) dw ?
’ :
con

"T=2n—r +y+2, f=—r—pr—1.

E in conclusione:

@

(28) [ T Gy, (V) Ao =

0

7 47— ! — n— ;e
(=1)» 1/7 t ( N1 - )_ 2p—1 . TPi" Y (e
(n—m)! 4p

Per t =1 si ha dapprima

foc“’”’ Gy, (V) A2 =
0
— (2“:' ! 211) ’/7< _27’>” 7 <- n, v 415 —2n—1; 5;%_’—1) '
Applichiamo la formula
Fo—n, b; ¢; @) = ~( 1") Fo—n, by —n A b—c +1; 1—a),
e si ha ancora:
/?;_m Gy, (V) Ay =
o

72+1( 2 -
T2 (n +

D11y /7l —2p\=» ‘ 1 4 24
)l _(__J’) ?F1<—'n, y+1; w4+v 4 3; 1—:—2%1)
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Con i polinomi di JAcoOBI &

<«

(28" f ¢ Gy, (V7) A0 =

0

_ (n 4+ ! 1 ]/i‘ _.__1 — 2_17 “P(M—H-?, —2n--2) (6]) +_1
T2 pip\ 4p n ap —1
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Questa relazione integrale rientra nelle trasformate di LAPLACE, e facendo uso

della notazione di calcolo simbolico

o]

@ o, eon op) =p [ @) d,

o

0

si ha

Dy /a (1 —2p\ onay [P+ 1
(28,,) Gzn—{»‘lyv(\/g)):)(n + ) l/j( p> P)(;n+w+2’~', 2 <I_)_+ ).

2 P 4p 2p —1

Polinomi G, (x) per v intero negativo.

n,w

9. — Superata la ricerca delle formule di riduzione, i polinomi @, (z) de-
finiti dalle (6) si possono considerare anche per v intero negativo. Poniamo
» =— g e ci riferiamo ai polinomi @, _ (%), con g intero positivo minore od

uguale a » -+ 1.

Se p & uguale o maggiore & n + 2, poniamo » = — n—oc—2 e ci riferiamo

ai polinomi G, _,_,_.(®) con o intero positivo qualsiasi o nullo.

Da un semplice esame della (7), per elementari proprietd dei determinanti,

si trova che (%)
Gn, _9({1}) — if"*lHe__l(— ix)Hn_QH(w) (1 < 0 < n + 1)’

Gy gs(®) = 07 G, (—in) (6 >0).

(5) La prima & stata gid notata per altra via: ofr. G. Pavramd, Polinomi pite generali
di altri classici e dei loro associati, e relaziond tra essi, Funzioni di seconda specie, Rivista

Mat. Univ. Parma 4, 363-386 (1953).
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E poiché le relazioni trovate per i polinomi G, ,(x) con v intero positivo, val-

gono — come ¢ facile vedere — per » intero relativo, si possono qui assegnare
delle notevoli relazioni per il prodotto di polinomi di HErRMITE

et Hed(—“.im )Hn‘g-}—l(x) .
Per la (14) si ha

H

12 d . ] ,
@9 g o g+ 0— )| B in) B@)] = 205 Byl i) Hyao).

Il che equivale a dire che il prodotto

Y = Hp(— i) Ha(‘v)

soddisfa-1’equazione -differenziale

dzy dy ) .
dat + @ aw +(g—Pp)y = 2¢i Hypy(— 1) Hyq(@) .

Dalla (17) si ha

, .l,_lsnlz n—r\flo—1\
60 Hysmio) Hy ) = 0 3 (") (¢ )r. Hpea () .
E questa si pud invertire. Basta considerare I’altra mia

;) v H(iz) H,—\ (@),

seriverla, nella forma

6ol = 3, =1 (P 1) 6, o),

0

¢ supposta vera per # provarla per n 4 1. Risulta

6L He) =31, )i e i) o).
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Dalle (18') e (19') seguono le

1 @ je—1t .
(32) 7/)1("“ ny — @ +1; —Zn, 5 2, ’é) =TT Hg—l(— 1) Hzn_9+1({l;)7
\
(

3 a?
(33) 1;)1(—71/; —p +1; —2n—1, 33 2, E) ==
jo—1

o - H@~1(ﬁ L) Hgn_0+2((v)7

le quali offrono due notevoli casi di decomposizione della y; e richiamano le
_altre mie formmle di_decomposizione (°):

m—n -+ 1 1 o
1;)1(———5*—; —n; m—n -+ 1, 3 2, — 5) ==

m—n
m—mn, 1

=(—2)F e @) Hylo)  (m—n  paxi),

m—n - 2 g 3 ! :
1/)1<-———; —n; m—n + 1, 3’ 2, ___):

mer i —1, 1 e h . .
={(—2) 2 —— H,(x) H,(z) (m —mn  dispari).
2 m! @
La (21) ci da
. : o snf2 N o—m
(34) H, (—iw) H, (@) = (—97" 2u (=" ) e g
0

PyTmAnmesh ot e 1) () -

(%) L. Toscaxo, Trasformate di Laplace di prodotti di funzioni di Bessel »
polinomi di Laguerre, Pont. Acad. Sei. Acta 5, 471-500 (1941).
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E dalle relazioni integrali (25), (27), (28), si ottengono le

(35) fc“l fe H; 1 itm) H;‘:”gﬂ(tw) dv =

-0

<n/2

= o1, /o0 [(n— ')] ten—ir P(a,b) 2)]2
(1) 20,‘ n ‘))) [ (— )] ’
con
(1.':»)1,——7‘—«9«}—1, b:~1‘~’rg—1;

+ o

(36) fa—w”f’ﬂﬂgwl(—izm) H,, piilt) dr = (—1) * ! 3 Plr-etty -mie=1__ g2,

oy

(37) [ e H, y(—itVa) Hy,_, . ,(tVa) de =
¢
B /m N n @n—r+ 1! (2p—1 " n-r Ppln-r—p+2, ~rig—1) (— #2);
- ] P 21) o (n—r)! 4p r ’
(37" fe"”'” o Vo) Hgn_ﬁ_2(\/5}) do =
0
(- (n + 1)1 ’/75 1—2p\» pln-g 2, —n-2) 611:};_1
- 2 4p By 2p —1)°

Nota. I polinomi G, (@) si potrebbero pure studiare per » reale qual-
siasi. ’

Formula di riduzione tra funzioni e polinomi di Laguerre.

10. - I1 primo e il terzo dei miei lavori citati in (!} e il presente aprono la
via ad analoghe ricerche sui polinomi associati ad altri polinomi classiei.

E poich¢ tra funzioni e polinomi di LAGUERRE non si conosce ancora alcuna
formula, di riduzione, inizio tale secondo giuppo di ricerche assegnandone
una.
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Al polinomio di LAGUERRE

(OC + 17 )l) ‘
LP() = S Py o+ 1; )
corrisponde la funzione
UNw) = — D{a) &~ Fi(—a—mn; 1—a; 2).

E si ha

1) = @) L@ + (e + 1) z e B (2),

¢ definito dalle

dove P'*(z) — polinomio associato a quello di LAGUERRE
Fw) =1, 2PN @) = o + 3 —w,

(n + DI @) + (@— o — 20— DF @) + (o + 0)F2y0) =0

Qui proveremo che vale la formula di riduzione

n--1 bt
(38) 19(@) = 19(w) IO(@) + Do + 1) @t 3, — 2

dr
o (n :7', r - 1) da”

U [, @)

ne—7-~1

A differenza di quelle assegnate per le funzioni e i polinomi di HERMITE,
interviene nello sviluppo di questa P’operatore derivata. Ma essa € semplicis-
sima e si presta pure per eventuali applicazioni. Cosi dalla (38) si ha

o@D gl (o) =

%1 e pa ST 2 dr - 2y -
— zr (O? J/\/O() 24 T Q _ [(a_w\/“)na—.(n_r~1)/_L7(zt2r_l((x_ .’2}'\/0()] —
o (m—r, r+ 1) dlo—2q/a)" :

a \Tntr
n-1 ("_ 1)’(1'—“——_) N
= \/05 i N ”),_ n er oD (@ B

%T (n—r, v+ 1) dar K] \/&> & Ln_,_l(ot — m\/oc)

E- procedendo al limite per o — oo si riottiene — con note formule limiti () —
<nfe

@) = 3 1 (") 1 Hle).

0

(") Cfr. seconda Nota citata in (%).
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11. — Per dimostrare la (38) prendiamo le mosse dalla formula di deriva-
zione (3)

2D F,ga_)z(m) == N [Frfci)1(m) - F;z(:)e(m)] — Lygu.)1(m)-

d
dove D abbrevia il simbolo a4z ssa si pud scrivere

(@) (4
) [ D + n ) TAD ()
P2@) = —— = PP () + 22
E con processo ricorrente segue:
1 zD + n (D + n)(xD + n— 1)
F(a) ) — @ z) - - L("),,QE o 7 p{a) ;
n-l(l’) (a, 1) —’n—-l( ) T n—1, 2) n__( ) i (n—1, 2) Pn-a(,v)7
\ Lo R Cu3 DI B P B : e
PO () Pty ’ (@,
n._1( ) 1) Ln,1(5€) T m—1, 2) Ln-—e x) +

| (@D + n—1, 2) (@ (D + n—2, 3) (a)
T T ey L) e B,

¥, (=) .

Por @D 4 n—r 1, 7)
) =3, = Iy

> (n—nr, r

E poiche (?)
(@D +n—r-+1, 7) = g Drgn,

si ha

) n—1 amntr Drgn ()
Fv(u(il(%) = Zr (n—r, r Azﬂbl-’nir~1(m) ’
0 2

¢ quindi la (38).

(®) G. Pavamd, Relazioni integrali tra le funzionidi Hermite ¢ di L aguerre
di prima e seconda specie, e su dei polinomi ad esse associati, Rivista Mat. Univ. Parma 4,
105-122 (1953). .

() L. Toscaxo, Sulla iterazione dell’operatore zD, Univ. Roma, Ist. Naz. Alta Mat.,
Rend. Mat. e Appl. (5) 8, 337-350 (1949).
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12. - Anche per i polinomi P (), come per i G,(»), si pud stabilire uno
sviluppo generatore.
Si sa che
© - tx

St L (@) = (1—t)"" teit (Jt]<1),

0

ed io ho provato in una Nota in corso di stampa che

o« - fx
St 1) = (1 — )7t it 11 (1’%) (] <1).
< =

Allory

—ix

)~ (1— )=t 1 @),

w -1z
Dl +1)a~%" 3, P (@) = (1 — 1)~ lei = 1§ (1—”—
T .

e quindi

(39) S0P (1) =

o __1_‘; . ‘—a’-l (;) ____j'li_ _(’A(a) . B
: Tarpt U [l" (1_1) b '(a’)‘ (lt]<1).

Appendice.
I’espressione dei polinomi di HERMITE in funzione degli associati non si
puo realizzare con una formula semplice. Limitatamente agli associati di NIEL-

SBN, invertendo la (17) si ha:

(= 1) R Hyy(2) =

() 0 0 (8) 0!
Gole) 0 0 ~(i)1'
(@) 0 0 (;)21
— 6—4(96)0 ....... (2.71.0;.4);); ..... (_1)2(12)“_2)‘ ,
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(__ 1)n(n+l)/2 Hg,,+1(fb‘) —

Gy() 0 0 ((1)) 0!
Gyl) 0 0 — (‘f) 1

3
Gy() 0 0 (,) 21
Gonesl) 0 (2"0_ 3) 0l o (—1y- (:::; (n — 2)1
Ggﬂ_l(ﬂ}) (2’)1'0—‘ 1> 0! _(2%1—— 2) 1! . (__ 1 )n«l (.n‘ 7i 1> (:n — 1)!
Gonsl®)  — (21"> 1! (2”’;‘ 1) 20 L (— 1)'1(" - 1) !

B posto

n

H,,(#) = Zr @Gy (1), H,pi(®) = zr b, Gansri1(2),
0

0
notiamo, per utilitd pratica, 1'espressione dei primi coefficienti:
3,  ag =-—(2n—5)2,’
ag == (20 — 7)(4n2 — 28n + 47);
by =1, by = 2n, by == 2n— 2, s = — (2n — 4)2,

by = 2(2n— 6) (2n® — 12% - 17).



