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T. MANACORDA (%)

Sulla pili generale teoria linearizzata delle trasformazioni

reversibili adiabatiche.

1. — Introduzione. Il presente lavoro riguarda la teoria linearizzata delle
trasformazioni adiabatiche reversibili di solidi incomprimibili perfettamente

I ben noto che mentre i fenomeni della statica elastica trovano la loro
pit aderente rappresentazione nello schema delle trasformazioni reversibili iso-
terme, i fenomeni della elastodinamica sembra si possano pit conveniente-
mente rappresentare nello schema delle trasformazioni reversibili adiabatiche.

Daltra parte recentemente il prof. A. SIGNORINI ha istituito () una teoria
linearizzata della elastostatica isoterma la quale, affrancandosi dalla restri-
zione che lo stato di riferimento sia stato naturale di equilibrio, risulta la pit
generale possibile per solidi perfettamente elastici. Tale teoria & stata poi estesa,
ancor pilt di recente, al caso di trasformaszioni isoterme linearizzate di solidi
incomprimibili (2). )

Ora, nel caso di solidi non soggetti al vincolo di incomprimibilitd, un teo-
rema generale sul lavoro delle forze intime per una qualunque trasformazione
isoterma ed una qualunque trasformazione adiabatica che portino dalla stessa
configurazione iniziale alla stessa configurazione finale (*), permette senz’altro

(*) Indirizzo: Via Dupré 32, Firenze, Italia.

(}) A. SiGNORINI: Lezioni di Fisica Matematica, V. Veschi, Roma 1952-53 (lito-
grafia); Sopra un’estensione della teoria linearizzala dell elasticitd, Universitd e Poli-
tecnico Torino, Rend. Sem. Mat. 12, 83-93 (1952-53).

(2) A. SieNoORINI, Trasformazioni termoelastiche finite, Mem. I1I, Ann. Mat. Pura
Appl. (4) 89 (1955) [in corso di stampa, cfr. Cap. I, n. 8]. Nel seguito saranno richia-
mate anche le prime due Memorie (dallo stesso titolo della Mem. 1I1I): Mem. I,
Ann. Mat. Pura Appl (4) 22, 33-143 (1943); Mem. II, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 30,
1-72 (1949). Queste tre Memorie del prof. SIGNORINI saranno semplicemente citate
con Mem. I, Mem. II, Mem. III.

(3) A. SiaNoriNi, Mem. I, Cap. III, n. 5.
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di concludere che le proprietd principali dei solidi perfettamente elastici, se
ammesse valide per le trasformazioni isoterme, vengono necessariamente ancora
ad essere valide anche per le trasformazioni adiabatiche. Onde ¢ immediata
Pestensione a queste ultime delle conclusioni della teoria linearizzata isoterma.
Invece, come osserverd al n. 2, nel caso di solidi incomprimibili, almeno
Quando, come sempre si ammette nel presente lavoro, ci sia una dipendenza
effettiva della dilatazione cubica dalla temperatura, un teorema analogo non
pud sussistere. Appare dunque chiara, da tutto quanto precede, Popportunita
di istituire, indipendentemente da ogni teoria isoterma, una teoria delle trasfor-
mazioni adiabatiche linearizzate che prenda le mosse dalla pitt generale teoria
delle trasformazioni reversibili di solidi incomprimibili (*). B appunto cid che
viene fatto nel presente lavoro. ' '
Dopo alcune considerazioni di carattere generale, si passa ad esaminare le
restrizioni che le proprieta principali dei solidi perfettamente elastici (poste
anche qui a base della teoria) veﬁgbno ad imporre al potenziale elastico adia-

batico. Interviene anche ora una opportuna forma quadratica in nove varia-

" bili, mediante la quale é facile estendere al caso in esame classici teoremi di
unicithd nella elastodinamica, e, limitatamente alla statica, il teorema del BETTI,
della: minima energia potenziale, ecc.. Ma, per di pili, essa permette proprio
di esprimere tutti i coefficienti della omografia di KrrcEBOFF linearizzata, in
analogia a quanto accade per i coefficienti dello stress nella elasticitd classica.

Infine la teoria generale sviluppata nella prima parte viene applicata ad
alecuni esempi notevolmente espressivi: le piccole vibrazioni flessionali di un
cilindro omogeneo, 'estensione alla dinamica dei solidi incomprimibili di un
teoremsa di reciprocitd, la propagazione di onde ordinarie di discontinuita.

In tutto il corso del presente lavoro vengono ovunque adottate le nota-
zioni delle Memorie del prof. SIGNORINI. In particolare, & indica Penergia libera,
(per unitd di massa) del sistema, # l'equivalente meccanico della caloria,
o« Vomografia di trasformazione, & l'omografia di deformazione e con wu,
(r=1,2,3) vengbno indicate le componenti dello spostamento s rispetto ad
una terna di riferimento prefissata.

2. — Premesse. Considerazioni generali. In ogni trasformazione reversibile,
non isoterma, di un solido incomprimibile &, non cinematicamente indifferente
alle variazioni di temperatura, la condizione di incomprimibilitd

1 Lyo= D(e) = (T, Ty, Py) ATy Ty Py) = 1]
viene a stabilire una relazione effettiva tra la dilatazione cubica, la tempera-

(%) A. SiexNoriNI, Mem. III, Cap. I.
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tura T npello stato attuale C e quella T, nello stato di riferimento C,.. Cio
implica che la derivata di f rispetto a 7 non & identicamente nulla:

0
2) Tz,

almeno generalmente. Se per di piu la trasformazione ¢ adiabatica, la relazione
generale (%)
o af

k*ﬁv}—pé—T—

(3) = — Bkys ,

si specializza nel senso che, per ogni elemento di G,, 'entropia specifica s va
intesa coincidente durante tutta la trasformazione con una costante s, asse-
gnata. Con cid le (1) e (3), data la (2), vengono a costituire due effettive rela-
zioni in termini finiti tra i coefficienti di deformazione &, &, ..., &, la tem-
peratura T e p, che devono sussistere identicamente durante tutta la trasfor-
" mazione. La (2) stessa assicura che la (1) & esplicitabile rispetto a 7'. Indicherd
con T la funzione delle ¢ [e di P, e 7] che si ottiene in tal modo. La (3)
allora, una volta sostituita 7 a T, permette di ricavare p in funzione delle &

[e di Py, Ty, s:] nella forma

oF

(3 V a]
(4) pO=ple| Ty, 85, Pa) = — by [___

a7

6T+E‘S}

Osservo subito che, ad esplicitazione effettuata, dalle (1) e (3) si oftiene

aT(e) 29D ap<f’ © 2 oTw@ l T /af .
L B AL N, - =1,2,..,6
/az” [p T s, T Pt ameg) or U= DB )

ed in particolare, nella configurazione di riferimento,

FYACE af \ 1

) = 0\ ’
08; Je=o 8T )per,
8p®@ 8T af\~! o*f of \ 2
Y =—ky |7 =7  Px\ i T 05,
0¢; Je=o 0006 )emo \OT [y r, 812 )y p, \OT )y =1,

dove p, indica naturalmente p“(0, T,::,P*,sﬁz), ed intendo

(5)

65:1, (3j+3:0, (j:1,2,3).

(%) A. SigNorINI, Mem. III, Cap. I, n
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" Se si indica poi con U = QU(e|P,) la funzione delle ¢ che si ottiene, nel
caso in esame, dall’espressione dell’energia interna specifica « (e]T'; Py.) sosti-
tuendo T a T, il lavoro delle forze intime per ogni trasformazione adiabatica,
anche finita, di &, che si inizi da C., ¢ dato ancora, per unitd di volume, da

(6) Z(iQ) = k*[Q[(giP*) — U0 ]P,)] .

Ricordo anche che U ¢ legata ad F dalla relazione

(7) U=F + Bs, T.

A questo punto conviene osservare che, se (' ¢ una configurazione di a,
raggiunta, a partive da €, con una trasformazione adiabatica, la stessa ¢
non pud essere anche raggiunta, in generale, a partire dalla stessa C,, con
una trasformazione isoterma. Per quest’ultima infatti sarebbe, durante tutta
la-trasformazione, ed in particolare in C; D=1, mentre per la prima, stante
la (2), in corrispondenza alle stesse & ¢ @D = f, con f in generale diversa da
uno. Il paragone quindi tra il lavoro compiuto dalle forze intime per una qua-
Iungue trasformazione isoterma e per una qualunque adiabatica che portino
dalla stessa O, alla stessa ¢ non & piu possibile. Cid implica, in particolare, a
differenza di quanto accade per i solidi non soggetti al vineolo di incomprimibilita
(%), che le proprietd principali dei solidi incomprimibili perfettamente elastici (7),
anche se soddisfatte per le trasformazioni isoterme, non vengono necessaria-
mente a valere anche per le trasformazioni adiabatiche. Appare tuttavia spon-
taneo ammetterne la validitd anche per le trasformazioni del tipo preso in
esame nel presente lavoro. Nel seguito intenderd sempre percid che: a) in cor-
rispondenza ad ogni valore v della temperatura in un dato intervallo (71, To)
sia possibile scegliere C,. coincidente con una eonﬁgurarzione di equilibrio spon-
taneo (%) alla temperatura uniforme ; b) tra tutte le O, corrispondenti ad un
dato valore della temperatura, ne esista almeno una, C,, a partire dalla quale
il lavoro delle forze intime sia negativo per ogni trasformazione adiabatica,
finita o infinitesima, che non si riduca ad uno spostamento rigido.

Chiamert ancora C, configurazione stabile di equilibrio, e dird che G, & un
solido perfettamente elastico @, ogni volta che per esso siano verificate le pro-
prieta a) e b).

(°) A. Srexomrini, Mem. I, Cap. III, n. 5.

(") A. Srexorini, Mem. III, Cap. I, n. 5.

(%) Ciot una configurazione di equilibrio in assenza di forze di massa e superficiali
esterne: A. SiaNorixi, Mem. II, Cap. I, n. 1.
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Posto anche qui

)

25 . .
(8) @i = Ry PYSE = “‘pi”7 (j=1,2,.., 6),

dove la derivata si intende effettuata considerando le ¢ e 7 come variabili
indipendenti, serivers

™, (pﬂ” X§T>7 §=1,2,.. 6)

per i valori di p, delle ¢; e dei coefficienti di tensione nello stato di riferimento.
Tra p@, le ¢;” e'le X" sussistono le relazioni

) XP = p? g G=1,2,..,6),

mentre & in generale
(10) —p— e )
== P [oAe281 84 .
p=1 D P

3. — Potenziale elastico adiabatico. Trasformazioni dipendenti da un para-
metro. Intendendo ormai specializzata Oy in una C_, per il potenziale ela-
stico specifico relativo ad una trasformazione adiabatica iniziantesi da C,,
pongo ancora

1) We =k [U(e]| Py) — UO | Py)]

Con cid il lavoro complessivo delle forze intime resta ancora espresso, nono-
stante il vincolo di incomprimibilita, da [efr. (6)]

(12) — P =V, = [ WodC, .
Ox

Penso poi ad una trasformazione C, — € dipendente in modo regolare da
un parvametro A (), con la sola convenzione che al valore 1 = 0 corrisponda
proprio la configurazione di riferimento. Con cid, W,, V,, e quindi 2%, ven-
gono a dipendere da 4, e, tenuto conto della (11), (7) e (3), si ha

oF Og; oF L
T o a/+ (61’+Es)zi

i 86j af '
87. )

ol
Oe 1

13) 4 = ks Z

Q)IQ)
b

?

(%) A. SieNorinI, Mem. III, Cap. I, nn. 3 e 1.
(1) A. Siexowrini, Mem. I, Cap. I, n. 18.
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. . . . o
Posto, dunque, per ogni funzione scalare o vettoriale @ di 1, @™ :( ——> ,
A=0

6’;11
si ha ’
(1_1) Tr(l) 2 (p(r) ('1) (‘r)f(l)’
e quindi
(15) A Vf;” dC}, 1 z (p(‘r) Fl) (T)i(l)} ,
Cx
con
au“) du
(158" 93:? = oJ o 045’,»1;~ ’ 851) = 8:'}-)5 :21 = 28:1;11- +2 (rys=1,2,3).
In modo analogo si ottiene
(16) V(") z [(pjr) (2} i_ (Pil) 1)] _— p(t)]c(2) — p(l)f(l) ,
e
: (& o
(17) V;u) 4[(10I lzj[ (r) ;) 4 (pjl) (1)] (1)1(") p(l)f(l)
1
con
g oF 5 [on
S gl A = A1)
(18) z" Fe (38 ¢ ) + 7“‘( oTe >) 0 2 (aeh>z=o G

Con Tintervento delle (5) e con le posizioni

' . 825’) w (P w2 [fef\e
a0 M2 L oar=() e [

la (18) si pud scrivere nella forma
(20) (1) z} n, 7!»8;1) [p(r)a'(z)é + pt‘r)] diVI,* S(D,

mentre ¢ anche

6

(181) Z (1“) (1)

1
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La (5), permette anche di scrivere il primo termine dello sviluppo di
7 — 7 in serie di 4 nella forma

(21) O 7=t diy, sV ...

of
<6T)T:r

4, — Intervento della condizione di incomprimibiliti. La (1) permette ai
esprimere nel modo pilt semplice le funzioni f* e f che figurano nelle (15)
e (17) in funzione delle ¥ e &®». Basta tener presente che la (1) stessa pud
anche essere scritta

(22) 1 2T, + 41 -+ 8T,e = f (T, 7, Py) -

Derivando questa relazione rispetto a 1 una e due volte, e poi facendo A=0,
si ottiene

(23) 118(1) = diVI,* sV —= f(l)} 118(2) _!__ 4128(1) — (;f(l))‘z + ;f(z) .

Con cid, la (15) si modifica subito in

M . (1) (1) Ty 33 (63}
Ve —[ {E(p P div, s },

Cy

mentre la specificazione della C, in una C, ha da sola come conseguenza (*?)

(24) jdo z (p( T) (1) — \ p<1) diV},tS(l) dC* .
Cx (:'a:
L’intervento della (23), permette poi di trasformare opportunamente la (17).
Avendosi infatti '

(25) ‘ s(jz) (2) + 28(1)
con
[P, o o,
Ny = 3 Tits = -+ 3
= 2y ; 63/,~ 2 8/
’ J PR 1 . P
(257) { (1=1,2,3),

1 &, [eulbye 3 ) 9!
£; :_22 3 §a‘+3=zz‘a‘1‘ll‘z"‘ 5u, ’
l 24 aJJ T 8Ysiq DUy

(*1) A. Sigyorini, Mem. III, Cap. I, n. 3.
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si ha subito [cfr. (9)]
2 9" = Z, o + 2p” ‘5;1 g —2 i Xg.
B anche [cfr. (23), e (25'),]
pOfE = p® div, s® + p* { 2 i. &P 4T, 6™ — (Ile‘l’)z} .
1 ,
Sostituendo nella (17), e tenendo conto della (24), si ottiene percid

6
(26) 17:12): { Jl 'S‘ (p(l) (1) + p(t\[(I 8(1)) Ige(l)] —_2 ;j X;t)_?;])— Z)(l)f(l)} ,
0*

D’altra parte si ha
(118(1’)2 — 4[28‘2) - 2{(118‘1’)2 — 2128(2)] — (I]g(l))z —

3 3 Y
23 (62 4+ 3, (e, 2}—4;«1».

[\')l e

E quindi in definitiva

. 3 Y 1 3 Y 6

e ve=fao {Seper 0[S @r 113, (o] —2 3, T
“ 1 1

Cx

—_ f(l)[p(r)f(l) _{_ p(l)]} ,

con le ¢V date dalle (20) e pv dalla (18'). Il fattore integrando non contiene
pitt le &7, anzi & una funzione di secondo grado nelle variabili wyy == ul’[ey,

[efr. (15") e (25'),] funzioni di P, e del tempo.
In relazione ad ogni sestupla di variabili &, &, ..., &g, posto

3
= zr Er ?
1
indico allora con w.(£|P,) la forma quadratica nelle & (*?)

1 1.6 3 3
(28)  walE|Py) =5 3 Mubidi+p [Ei &+ —212 5?“}—

1 R
__lé_ (1 + a(r))p(r) = _Tl_ gj pgr)gj
L

(**) wq(eW|Py) si riduce proprio alla forma quadratica w, [potenziale specifico ri-
dotto] che interviene nella  elasticitd linearizzata isoterma quando sia f=1.
Infatti, in tal caso, con la specmcazmne delle & melle e® ¢ Z= div, s9 =0 per
la (28);. Il fatto che a9 si riduca a zero [cfr. (19)3] ogni volta che f sia funzione lineare
di 7' non basta invece da solo a ridurre w, a w,



SULLA PIU GENERALE TEORIA LINEARIZZATA DELLE TRASFORMAZIONI LCC. 241
¢ per ogni vettore v, funzione regolare di P,, pongo anche
3 (t)
(29) Qo(dv[dPy, Py) = ’I,b,,(elP*) Z X,
1

dove ¢; e ¢; stanno ad indicare cio che divengono i secondi membri delle (157)
e (25'), per w, =, (r=1, 2, 3).

L’introduzione di ), permette allora di scrivere la (26) semplicemente
{efr. (20) e (27)]

(30) Ve =2 J Qu(ds®[dAPy, Py)dC, .
Cx

Stante la (28), e tenuta presente la specificazione delle & nelle e, @, viene
ad essere una forma quadratica nelle nove v,, = ow,/0y,., che si riduce a w,
quando lo stato di riferimento venga ad essere configurazione naturale di equi-
librio [X{” = 0]. In ogni modo, anche nel caso generale, la p1emsaz1one 61 C’
“in~una “C, porta, accanto alla (24), alle condizioni ‘

(31) Vo0, V&= 0
? e b
ogni volta che s¥ non si riduca ad uno spostamento rigido infinitesimo.

5. — Equazioni di Kirchhoff linearizzate. Relazione simbolica della elasto-
dinamica linearizzata. Nelle equazioni di KIRCHHOFF relative a trasforma-
zioni veversibili di solidi incomprimibili (13) faccio anche qui intervenire un
comune parametro moltiplicativo ¢ per le forze di massa e superficiali, seri-
vendo

[ kdF—kea = grad, x Cy,t
62 ]
‘ l Ui = y Ny eyt
con
xr= pRo— op ,

€ penso naturalmente che lo spostamento s dipenda da 9. Denv«mdo allora
le (32) rispetto a & e poi ponendo ¥ = 0, si ottiene

J ks F— kuaV = grad, zv v Oy, t,
(33) ) | |
l S = yVN; e 2ty

(1%) A. SigNowini, Mem. ITI, Cap. I, n. 1.

16 — Riviste di Malematica.
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con
(33') Z(l) i pu) ‘‘‘‘‘ (]i”) - p(r)(l?o:)(l)___ oc‘“(p‘” .

Struttando d’altra parte Videntith RoKo = I, 8i ha innanzi tutto, con
Pintervento- delle (1) e (23),,
(]{y)(l) Ny SIS SR ]’(1) N
Tenendo poi anche conto delle (9) si ottiene, per 5,

(34) Zm . pm L ,pmfm *“(Pm“ QZngm b 1(1)/3(1) .

Indicherd con @, (r,s=1,2,3) i coefficienti di 5 rispetto ad una terna.
prefissata di riferimento. Tenendo presente la (29) ¢ facile allora constatare
direttamente che per le @, semplicemente si ha

' ou'h R
U= — rys=1,2, 3) .

35 Gy 0
( ); o } 2y

Se infatti & ¢ 'unica delle & (j =1, 2, ..., 6) in cui interviene «® si ha
[cfr. (28)]

ru 8
b¥-44 1) RS2 N ¢S IO 5] 3 (&3] 2, (1) 3 (1) [$)) DT oD
(35") m = >, M e —[pTa 0, ]dlv,,*s — P04, dlv,,*s —pP O+ 2p 0l
1

con p'v dato dalla (18') e [cfr. (15%)]

i
1)y __ (D . Ve @ 7 (1) (1) . »
£ = &, per r=s=15k, & = 5 & per ¥ 8.

Tenendo presenti le (20) si pud anche scrivere

aw,

n (3] (1) (1) (1) (1)
a(q”;——;, —pPo, - O &)
Sicecome ¢ anche
F \“ L i 1
—y (1) gl (380 €]
(35") rai 20 V= 2 3w XD
. 1

la (35) rimane completamente accertata.
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11 sistema differenziale (33) risulta quindi perfettamente equivalente alla
relazione globale

(1.8 20 o )
(36) /‘ {:IC:\FW" kr,;:a‘”] Xv dC:;: _!— ﬁy; Xuv dzﬁ. = 2 ';5)(1) Upy d (»“': 3
o 2':', (:* rs s

purche intesa valida per ogni spostamento virtuale v dei punti di ¢, a ‘par-
tire da. ¢, con v funzione regolare di P, in tutto (.. La condizione (31), per-
mette allora di estendere al caso in esame ben noti teoremi di unicitd, e, limi-
tatamente alla statica adiabatica, i classici teoremi di Brrr, della minima
energia potenziale, di CLAPEYRONX, ecc..

6. — Solidi omogenei e isotropi. Per solido omogeneo e isotropo intendo
naturalmente un &, per il quale k., § e f non dipendano eéplicita-
mente da P, , e per di pitt § dipenda dalle & solo per il tramite dei'tre inva- -
rianti principali di deformazione. Lo stesso viene allora ad accadere, oltre che
di- T, anche.di-p'®. Nel seguito-i tre invarianti-principali-di e saranno sem- -
plicemente indicati con I,, I,, I,.

1’intervento. della condizione di omogeneitd e isotropia semplifica notevol-
mente i risultati sin qui conseguiti. Intanto C_ deve ridursi ad una configu-
razione naturale di equilibrio (), di modo che la (29) si semplifica in

Q,,(ds“’/dl’:;:) = wu(e(l)) )

mentre nella (28) le M, p™, a™ e le pi® si riducono ad altrettante costanti.
Inoltre le espressioni delle M, attualmente si semplificano in

A o - I,
o))
ar3 ol Jemp \Be; 02,

£=0 =/ g= 0

37 M= ky <

. . op o
Insieme ¢ inoltre p{® :(—) d;, & quindi
g==0

al,
LAY .
J“’:(»_~) div, s,
P e ) e
Cio semplifica le (20) in

(38) O — 4 div, sV-8,— 2BeY (r,8==1,2,3) ()
(prs Py r £ b4

(**) A. SiexoriNi, Mem. III, Cap. I, n. 3.
(*?) Intendo @, =@, Grarree == Pria 41 = Prig-
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con O, =1, 6, =0, r=%s, e

A_.k.afz_._a? M_,<r>a<r>wi1.f.)
o al? ‘ 812 e=20 p aIl,e:-o7

oo Lo (T
5= (i)

Le (38) consentono di scrivere la (34) nella forma

(38")

(39) G, = (A, + 2,) div, sP-6, 4+ 2u e (r, s =1, 2, 3),
con

(39" A= <;~§3—> ;o % =pT—4, . =B—p".

' 1/e=0 .

Ricordando la (10) si osservi che si ha, nelle condizioni presenti,
X(l) — /)‘(1) ,

di modo che le @,,, moltiplicate per ¢, vengono anche a dare il primo termine
dello sviluppo in serie di & dei coefficienti di f. Allo stesso modo, P& da il
primo termine dello sviluppo delle &,,. Infine ¢ div, s risulta proporzio-
nale, per la (21), al primo termine dello sviluppo di 7 — 7. Posto dunque

4X,, =96, , Nps = dey, kAT = 9x, div,, s?,
sicecome risulta
A div, sW= A4, eV = 2 I,ny,
le (39) si possono scrivere

(39”) Aer = /‘lrIl’)?. 6rs + 2‘“1'?7)‘3 + kAl"érs (7.’ § = ]‘? 27 3)'

Le (39") vengono cosl a rientrare nelle classiche equazioni della termoelasticiti
linearizzata (6).

(1) A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity,” Cambridge, 4% odiz. 1927.
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7. - Flessione di un cilindro omogeneo. Riprendo ora, come primo esempio
di applicazione delle considerazioni generali svolte nei nn. precedenti, il pro-
blema della impostazione tridimensionale dell’equazione delle corde vibranti
com’e trattato dal prof. SieNoriNI (*7), con l'aggiunta del vincolo di incom-
primibilitd, ma in ipotesi piit generali.

Penso dunque che, in C, @, si riduca ad un cilindro retto omogeneo, con le
basi fisse, mobile in assenza di forze di massa e superficiali esterne sulla super-
ficie laterale. Scegliendo l'asse Oc¢; di una terna di riferimento trirettangola
Oc,c,¢, parallelo alle generatrici del -cilindro, in C,, A pud ancora avere non
nullo solo il coefficiente X'7). Pongo anche qui

X0 =—<e; .
L’omogéneib& porta che T ¢ costante; mi pongo poi ancora nel caso che sia
€ > 0. Adotto perd qui lipotesi che, durante il moto, sia perpendicolare a
¢, lo sforzo interno relativo ad ogni elemento di superficie d2 di €, di nor-
male u, al quale corrisponda in Cy un elemento d2, di superficie di normale u,
perpendicolare a ¢,. Sia cioé

(40) pudixe, =0

ogni volta che ad u corrisponda un versore u, normale a ¢,. La (40) equivale
anche a

Ay X € =0
ogni volta che u, Xc¢; = 0, quindi anche a
(40" #Pu, Xep =0

per ogni u, normale a ¢,. Cid richiede senz’altro che siano identicamente
nulle ¢}, e Gy, cioé [cfr. (35)] che sia

Qs Qq
() B = Fam =
12 13
D’altra parte e ora [cfr. (29)]

1 3
Qo= 10, + =T, (ul)*.
ind 1

(17) Nelle sue fezioni di Fisica Malematica [loe. cit. in (})]; efr. Cap. V, n. 20.



246 - T. MANACORDA

Le (41) equivalgono quindi a

o 20, cw, owy,

onh T a5 T A
dul uly aull

17

perché w, dipende da w;} solo per il tramite di &Y. Cid permette di conclu-
dere che si ha, ancora, '

(42) Gy = — aOf(y = (i =2,3),
come nel caso di solidi comprimibili (%) e nonostante la maggiore generalitd
dellipotesi qui aeccettata. ‘

Cid @ quanto basta ad assicurare che, ricorrendo alle equazioni lineariz-
zate (33), si perviene anche nel caso in esame all’equazione di moto

(43) e Oyt (=2, 3),

per il valor medio sulla sezione retta di ¢, in C, della componente u® (i=2, 3)
di s™. Ad esempio per i = 2, dalla seconda delle (33); si ha infatti, nel
¢aso in esame

(44) —ky —L = Cast,

mentre la seconda delle (33), da [N, = N,e, + Nye; su 2]
(44") GouNy + GouN, =0 ... X9 ¢,
sulla superficie laterale di @, in C,. Integrando allora la (44) sulla generica

sezione retta 4 del cilindro in C,., avendosi, se ¢ indica il contorno completo
di A [efr. (44)]

: ) dyady, = — { (G2eNy + GoyNy)de = 0,

4 ¢
si ottiene

21 .
k= Gy H Gy Ay, dy,

El

(18) Cfr. loc. eit. in (¥7), p. 273.
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€on

\ (O dyy, dys -

Basta allora lintervento della (42) per ottenere da questa la (43). Per #, si
ottiene naturalmente un'equazione identica alla (43).

8. — Estensione di nn teorema di reciprocita nella dinamica. D’ora innanzi
e senza possibilita di equivocei, indico s, %, ecc. semplicemente con s, y, ecc..
Mi propongo ora di mostrare come si adatti agevolmente al caso generale

in esame — di solidi incomprimibili anche non isotropi, con configurazione
di riferimento anche non esente da stress — un teorema di reciprocita per

la dinamica dei solidi elastici stabilito dal prof. D. GrAFrI (**) nel caso di
solidi isotropi e con configurazione di riferimento esente da stress, ma. non
-soggetti-al vincolo-di-incomprimibilita. ().

Riprendo in considerazione a questo scopo le equazioni hncau/, ate (33)
facendo lipotesi che, se F ed f, dipendono dal tempo, siano funzioni tali che
ne esista la trasformata di LAPLACE relativa ad un parametro ¢ reale,
per ogni ¢ > g,> 0. Applicando allora ad ambo i membri della (33) la tra-
sformazione di LAPLACE, si perviene al sistema

(45) i ko BF — ky0?L s - ky(oso + &) = grad, Ly .. Cy,
(45
| l Ej‘* - EyNi: P E* f

&

dove so(Ps) e $o(Py) stanno ad indicare i valori, nell’istante iniziale, dello Spo-
stamento e della velocita dei punti P di G.. Ponendo, per semplicita,

(46) ®(P.,0) = LF +0s,+ 8, @(Qs,0)=2Lfs, d(P.,c) = Ps,

(19) D. GRAFYI: S‘uik teoremi di reciprocita nei fenomeni dipendenti dal lempo, Ann.
Mat. Pura Appl. (4) 18, 173-200 (1939); Sul teorema di reciprocita nella dinamica dei
solidi elastici, Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. Sci. Fis. (10) 4, 3-9 (1946- 47); Uber
die Reziprozititssatz in der Dynamilk der elustischen K orper, Ing.-Archiv. 22, 45-46 (1954).
TUna estensione alla dinamica del teorema del Brrrr ¢ stata anche data da P. Loca-
T ELLI, Principi delle statica delle costruzioni nelle dinamica, Ist. Lombardo Sei. Lett.,
Rend. Cl. Sei. Mat. Nat. 73, 157-167 (1940).

(29) Del resto, Uestensione del principio nel caso della pin generale elasticitd lineca-
rizzata per solidi comprimibili {cfr. annotazione (*)] ¢ anche pitt agevole.



248 T. MANACORDA

le (45) divengono

ki@ —od] =grad Py .. C,,
(457)
P = Ly, o 2.

Si osservi ora che, essendo i coefficienti d1 % funzioni lineari omogenee
delle u,, [cfr. (35) e (29)], i coefficienti di 2 % sono espressi da funzioni lineari
omogenee nelle d,, = ¢d,/2y,. Ponendo allora

Qa(d d/dP* ) Pa) - ng 3 Gm) BGH ?
sussistono percio tutte le uguaglianze

(47) ) | .. ns = 1,2,8).

Il sistema (45') ¢ dunque perfettamente equivalente, per qualunque o> g,,
alla relazione globale

[ 1.3 aQ(d)

(48) }k*[é—a-dJdeO + [y xwaz, = 2 i o dls

Ca

[

<]

% Cx

purché intesa valida per qualsiasi vettore v funzione regolare dei punti P,
di Oy e dei punti @, di 2, senza escludere che v possa anche dipendere da o.

Cid premesso, si pensi a due sistemi F' e F", f' ¢ f7, di forze di massa e
superficiali, e si indichi con s’ e s’ i conlspondenm spostamen‘m allistante t
relativi alle condizioni iniziali s,, &, e s,, $ . Siano poi @ e @', @, e
d’ e d" i vettori corrispondenti secondo le posumm (48). Nella (48) si 1den—
mﬁchl allora, una prima volta @ con <1> ) @s con ¢., dcond,ev con d’,
una seconda volta, ® con @, ¢, con ¢, d con d’ e v con d'. B facile eonsta-
tare che si ha

1.3 EQ;{I (- 1.3 a(b)((ld ) »

(49) z ad;s d” == z —é;i,;,: drs .

£, 8 T8

Tenendo infatti presenti le (35') e (35"), tale uguaglianza risulta senz’altro
evidente per quanto riguarda il secondo membro della (85") e il primo, se-
condo, quarto e sesto termine del secondo membro della (35"). Quanto al terzo
e quinto termine, per cid che riguarda il primo membro della (49), si ha.
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Pespressione
: ! 2 @ " d (7} " N I” L
div,, d Zh iy, T Zk Dol Qg p 2 Qo pya]p
1 1
j 3 I 3 ! 1
) . " {T) /] 3 () 1 3
T lepk d [Z. Py 4, -+ Ek p};+3LCI’];+1,I:+2 N dk+2,7;-§-1] 5
1 1

che non cambia scambiando tra loro d' e d”, e che quindi figura anche a se-
condo membro della (49).
La (48) ha quindi come conseguenza la relazione

(48") b @' x d" A0, +j @, xd as, = ‘ k. ® xd aC, + } @, x d dZ, ,

“

Uy Xu Cx

1

*

valida per ogni istante ¢ e per qualunque ¢ > gy, e che formalmente [salvo il
.significato.di @', ¢, e.d] non differisce.dal. classico_teorema di Brrrr. Si osservi.
perd che si ha {cfr. (46),]

. ! .
ko® Xd'= L, LF X Ls"+ ky (08, + 8,) X Ls",
e ancora, con una integrazione per parti,
! ! " I oA
g8, X Ps"= 8, X8, + 8, X L5, .

Se allora si pone, in relazione ad ogni 7<¢ e non negativo,
4\ ko F'(t— 7, Py) X 8" (Py, 1) dC = L (t—7, 1),

Cx

(50) .
}f;(t—r, 0u) X 8"(Quy 1) AZs = I(— 1, 7) ,

T

una applicazione del teorema del prodotto integrale permette subito di scri-
vere la (48') nella. forma:

+ o t
‘ e—ot dtj{L(F')_{‘ L(f’)_ L(F")____ L(f")}d_[: —
¢

[
+ @
~ -~

= j e dt} T sy X 8 (Py , 1) — 53X 8 (Py , 1) =8y X 8 (Pyy 1) — $, X 8 (P, 1)] A0, .
o N

Ca
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Da questa si ottiene infine la relazione di reciprocitdy cercata
4

(51) [{L(F’) o Y- e ———-LW)}dT —

[

Py, 1)] A0,

Fal sy X 8 (P, 1) — 5, % 8" (Py , 1) + 80 X8 (P, 1) — 5, X5
b '
che non differisce da quella ottenuta dal prof. GRAFFI (21).

Una semplice ma espressiva applicazione della (51) si pud ottenere pen-
sando che s’ si riduca ad uno spostamento omogeneo indipendente dal tempo,
a partive da C,. La (35) porta allora che tutte le &, formate con s’ si ridu-
cono a delle costanti, e dalla (33), deriva allora F'=:0, mentre la (33), deter-
mina le forze superficiali atte a produrre la voluta deformazione.

Nella (51) ¢ allora

AFY e 0 o S(l, e ‘s(') =0, g
Si ha inoltre i
- 3 eu”
LY = {f (@) X8"(Qy, 1) A2y = | N, X Ky's"dX, = [ z G, ’dC;; ,
‘f* c,* 7,8
e, per la costanza delle G,
L([’}: ZG ‘l_l/” ( 6—1.4,3)

-1t 1 1 - i \ . . .

con u, = n A0, . La (51) pud dunque seriversi, nel caso particolare,

Cy

1

-

1
.3 3
O, S G, [77, dr _—_-‘ (LY 4+ 9™ d-c—~j ki Sy 8" (Py) dCs .

0 Cq

Di qui infine, con una derivazione rispetto al tempo,

1.3 [ -
(52) O, Z G;S’l_l*:s == ‘“} ks F'(0, Py ) X s dC, — ‘ f:,;:(oa Q) X s A2y —

k*s'x — F"(t — 1, P)dC, J ~f (t—1, Qy)dX, }

(*1) Cir. loe. cit. in ('?), secondo lavoro, formula (24).
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11 secondo membro ¢ una funzione nota di ¢. In relazione a particolari scelte

di s, ¢ dunque possibile determinare in ogni istante i valori medi in C%
.y U .

delle u.,, percio delle ¢, della rotazione locale, ecc..

9. — Propagazione in G, di onde ordinarie di discontinuita. Come ultimo
esempio di applicazione della teoria generale svolta nella prima parte del pre-
sente lavoro, faccio ora qualche considerazione sulla propagazione di onde
ordinarie di discontinuitd in un solido ¢, del tipo qui sempre preso in consi-
derazione.

Mentre 1a teoria delle onde di discontinuitd nel caso di mezzi continui gene-
rali, non soggetti al vincolo di incomprimibilita, é stata oggetto da molti anni
di numerosissime ricerche (22), il caso di solidi elastici incomprimibili ha invece
finora incontrato un interesse assai ridotto (**), nonostante l'attnale sviluppo
degli studi sulla elasticitd dei continui incomprimibili.

Ammetto dunque che le componenti %, (r=1, 2, 3) di s (*!) siano funzioni
finite e continue di ¢, ¥, y», ¥, in tutto Oy insieme alle loro derivate prime,

mentre le derivate parziali seconde possono anche subire delle discontinuita
di prima specie nei punti di una superficie o, di Cy, variabile col tempo.
Indico con a, la velocitd di avanzamento di oy, e con v == (v, ¥, ¥} la nor-
male a o, diretta nel verso della propagazione, ed infine, in relazione a qua-
lunque scalare o vettore @, funzione di P, e t, indico con AP la discontinuita
subita da @ attraverso o.

(22) Bastera qui citare 'opera notissima: J. Hapamarp, Legons sur la propagation
des ondes el les équations de UHydrodynamique, A. Hermann, Paris 1903: inoltre le
Memorie di . Dumem, Recherches sur Uélasticité, Ann. Sci. Ecol. Norm. Sup. 22,
143-217 (1905) e 23, 169-223 (1906).

¢fr. anche, per una trattazione generale, A. SIGNORINI, Lezioni di Fisica Malema-
tica, V. Veschi, Roma 1950-51, e tra i contributi italiani pitt recenti: B. Fixz1, Propa-
qazione ondosa nei continui awisotropi, Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend. CL Sel. Mat.
Nat. 75, 630-640 (1942); C. Tororr, Deformazioni finite: onde ordinarie di disconlinuita
e caso tipico dei solidi elastici isotropi, U niv. Roma, Ist. Naz. Alta Mat., Rend. Mat.
e Appl. (5) 4, 34-59 (1943); C. CarraNgo, Su un teorema fondamentale nella teoria delle
onde di discontinwitd, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. CL Seci. Fis. Mat. Nat. (8) 1,
66-72, 728-734 (1946): M. Pasrori, Propagazione ondose nei continui anisotropi e corri-
spondenti direzioni principali, Nuove Cimento (9) 6, 187-193 (1949).

(23) Su questo argomento & a mia conoscenza il solo lavoroe J. 1. ERICKSEN, On the
propagation of waves in isotropic incompressible perfecily elastic materials, J. Rational
Mech. Anal. 2, 329-337 (1953), nel quale I'A. tratta la propagazione di onde ordi-
narie di discontinuitd in un solido perfettamente elastico, isotropo, in assenza di forze
di massa, e soggetto al vincolo @D = 1. Non so di ricerche dedicate al caso di solidi
incomprimibili anche anisotropi, per trasformazioni adiabatiche.

(21) Seguito naturalmente ad indicare s, %, ece. con s, g, ccc..
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Se si pone, per uniformitd di notazione,
P=Yo, p =7y,

e sl indica con A = (A, 4, 4,) il vettore caratteristico della discontinuitd, le
condizioni di compatibilith di Hucox1oT-HADAMARD si scrivono, come & ben
noto,

o2
(53) 4 e = Avimy, (r=1, 2, 3; b k=0,1,2,3).
CYnCYr
In particolare ¢
c2u
oyt T 2
({)3 ) 4 ‘5}‘2“ == Z,a/* s
6'8,. - ) afr-{—a .. R, SO g s oAy e g N
A= Fayy s A= (e == Avavis s (r=1,2,3,%=0,1,2,3).
2y CYs ’
Nel seguito intenderd sempre
(5'-1) Lo = Cr= s ’ 25:r+1,r+2 = Cr+3 = Zr+17"r+2 + )‘r+27'r+1 -

Le (33'), si possono cosi nniformare in

O¢; . . ; .
(53") 4 —Zj = (Vs =1,2,..,6; s=0,1,2,3).
I3

Richiamato tutto cid, passiamo a determinare le condizioni di compatibi-
litd dinamica nel caso in esame nel presente lavoro. Esse si ottengono ecalco-
lando la discontinuitd, attraverso o, del primo e secondo membro delle equa~
zioni linearizzate di KIRCHHOFF (33). .

Per quanto riguarda il primo membro si ha semplicemente [efr. (53'),]

(55) ‘ Ak F—Fea] == — kyaZh .

Quanto al secondo membro, la ricerca della discontinuitdy di grad, z si

3 8G,,
riduce a quella delle discontinuitsy, di 3, ey (r=1,2,3) con le @, date
1 s

dalle (35). Tenendo conto della (35') e delle (35"), ¢ facile constatare che la
discontinuith di 2G,,/dy, non differisce da cid che diviene la G,, medesima
quando si sostituisc@no a tutte le ¢;, le Z;, e alle u,, i prodotti Aw,. Si ha
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infatti separatamente [cfr. (53) e (53")]
o (]) () (1) (1')“ (r). 2 >
e sz s+ L,

op; & - @ (7} (T < -
A= =33 M & —[pTa 9, + p; ]zkék Vs
1 1

oY s
¢ D () [y PR e 450
'é';/—( V4 Srs) = 24P Crs Vs
ed infine
2 e {T) (T)
7,
A3 XS -_-(z,‘x m)

Cid permette di concludere che, se si indica con Qu(4, v|P,) la forma qua-
dratica nelle 4w, (h, k=1, 2, 3) che si ottiene dalla (29) quando si sostitui-
_scano tutte le v, con le Ay, valgono tutte le nguaglianze

1% oG, G (2 v]Py)
&y, alhw)
¢ quindi anche
3. B, 3 80, N
- 0. v| P,
; ETR ; BTN a7, dal2s 7| Pe)

Con ¢id, nonostante il vincolo di incomprimibilita, le condizioni di compa-
tibilita dinamica si serivono ancora

{56) kyaih = grad, Q.(4, v| Py) .

Si puod allora, ad esempio, riprendere punto per punto senza modifiche la clas-
sica dimostrazione di HADAMARD sullesistenza di un ellissoide reale di pola-
rizzazione in ogni punto di oy, nella forma rigorosa datale da C. CATTANEO (2%).
Con la conclusione che, nonostante Uintervento della condizione di TRCOMPTINE~
bilita, la condizione che C sia configurazione di equilibrio siabile [efr. (31).]
¢ ancora sufficiente perché in ogni istante, in ogni punto di oy, sia reale Dellis-
soide di polarizzazione, che di con isuoi assile divezioni dei possibili' vettori A,
e con l'inverso dei suoi semiassi i valori di a,.

(2%) C. Carraxeo, loe. eit. in (22)






