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GUIDO SERPENTE (%)

Sul calcolo di certe somime. (¥*)

In questa Nota considero le somme
(1) Sm,n = goa’:)l + glar + gz“’: + + gmafn !

(m=0,1,2,...; n=0,1,2,..),

dove agy @1, Gzy...y @,,... & UNA generica progressione aritmetica (di ragione d)
€ Goy Y1y Goyeeey §,--- © UNA generica progressione geometrica (di ragione ¢).
Metto in evidenza come 1’Algebra delle successioni (1) si presti ad individuare
un facile procedimento per calcolare le somme S, ,, in completo parallelismo
al comune procedimento per sommare pilt numeri consecutivi in progres-
sione geometrica.

Nella espressione cosl ottenuta per le somme 8, , distinguo i due casi
g=1, ¢#1, e deduco poi agevolmente, sempre a mezzo di detta Algebra,
svariate espressioni notevoli di tali somme mediante i numeri di BERNOULLI,
i numeri di EuLero, le ‘differenze di 07, ecec..

1. — Procedimento di calcolo delle somme S, ne

Nel caso particolare elementare delle somme
(2) Sm.o = Go + g1 + [ + ..+ Gm

(*} Indirizzo: Via Isonzo 29, Ancona (Italia).

(**) Argomento estratto dalla Tesi di laurea dell’A. sostenuta nella Universita. di.
Pisa (anno accad. 1949-1950). Ricevuto il 12-VII-1953.

(*) A. MauBriant, Sull’ dlgebra delle successioni: Memoria I, Ann. Mat. Pura Appl.
(4) 8. 103-139 (1930); Memoria II, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 9, 25-56 (1931).

15 — Riviste dt Matematica



220 G. SERPENTE

¢ ben noto che si ha

[ (m + 1)g, se & g=1,
(3) Sm,o =

Jo - Gmt1

i se ¢ =71 .
1—g € q 5=

Nel caso generale conviene pure distinguere due casi.
1° Caso. B contemporaneamente d = 0, ¢ = 1. Allora si ha subito
(4) S = (M -+ L)g,tty .

20 Caso. Non ¢ contemporaneamente d =0, ¢==1. Allora moltipli-
cando binomialmente n (?) per ¢d* ambo i membri di (1) si ottiene:

S ® gl = 9,03 * q&" + 9,07 ¢ + ... +g,,4], " qd".

Essendo

gra",rl : qdn = grg(a: ’}‘dn) = grQ(a’r -+ d)n = gr+1a:+1 ’
risulta
(5) Sm,’n E {Zdn = gﬂ? + !]2“: _I" v _I_ gm—i—la/?n +1°

Sottraendo ora membro a membro dalla (1) la (5) si ha, a semplificazioni
fatte, .

Sm, n Sm, n : gd" = goa’z* gm-(—la':zﬂ y
ed essendo (*) S, = Sun" €n, Segue -
(6) : Spyn* (82— qd") = §,00 — Gmi1 @ty -
Abbiamo quindi (%)

n n
~ S _ 9% — Gm+1@m-+1 n
( { ) Pm,n T 9
Ep — qd

o~

} Cfr. loc. cit. in (1), Memoria I, pag. 109.
(3) Cir. loc. cit. in (%), Memoria I, pag. 106, n. 2.
) Cfr. loc. eit. in (Y), Memoria I, pag. 132, n. 27.
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ossia

(Ioao (/7n+1am +1 1in

n
(7" Goly ~+ G107 + Gty - ... - Gty T

’

(m=20,1,2,...; n==0,1,2,.),

e non ¢ econtemporaneamente d = 0, g = 1. In parole: La somma d&i pi
numert consecutivi di una successione della forma

n n n n
Golly 5 G155 Gallyy s G800, ey

dove la successione {a,} ¢ una progressione aritmetica di ragione d, la succes-
sione {g,} ¢ una progressione geometrica di ragione q ed inolire n & un intero
non negativo, ¢ uguale alle differenza fra il primo elemento ¢ quello che segue
Dultimo divisa binomialmente n per la differenza e,— gd» [si sottintende che
non & contemporaneamente d = 0 e ¢ = 1, caso in cui vale la (4)].

2. — Alcune osservazioni.

La formula (7') per n = 0 si riduce subito alla seconda delle (3).
La (7') per ¢go=1, ¢=1, n=1 ¢i di la nota formula

(8) Ao+ + ty + .. @, = (m + 1) »-P—j:—f’l‘

2

per calcolare la somma di pitt numeri consecutivi in progressione aritmetica.
Infatti da (7') abbiamo

a’n . (IH
(9) g +a; +a, + ... +a,= o %mrn
En — ar n=1
Ma & (5):
B —Gniapn_ (@ — /(0 4+ 1)
&y —d" (Epgy — d™¥7) /('n+ 1)

. (a:)H-l - a:::‘—:l)/('n’ + 1) |n _— a3+1—(1’::1+-;-11 7 dn+1 _1)"1
~d”+1/fn+1) o1 n+1 ’

(®) Cfr. loc. eit. in (1), Memoria I, pag. 127, formula (6").
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e poiché i primi due elementi delle successioni

ay* — anth 1" =0,12,.)
e —_— —— == 2.
e+ 1 ’ w1 ’ 3y by Hyeee]y
sono, rispettivamente,
2
Qg Gy 11 1 1
Ay =="Wp57 R S R
si conclude
n n 2 2 1 2
‘ﬂ)cjra'mq-l in . by — Clyy4q B g~ (L2 +1 ((I ] — am ’—1)( -+ am *—1 ‘}0 .
g — A" |y 2 24 2d
- (ooa — @) (=l A Gy F o) Gy = o ( Bty — d) +
2d d T2 !

dove mnell’ultimo membro si ha (@, a)/id = m + 1, @y, —d = a,: per-
tanto la (9) coincide con la (8).

3. — Caso ¢ =1.

Per ¢ =1, e ponendo per semplicitd g, = 1, la formula (7') diviene:

(10 o +1 in

(10) ard-al +al -+ .. Fa, = T
m=20,1,2,...; n=0,1, 2,...),

ossia:
La somma di pitt numeri consecutivi- di una successione della forma

n n n n
Ay Qgy ey Gy ey

dove la sucecessione {aﬂ} & una progressione aritmetica di ragione d 70 ed n & un
intero non negativo, ¢ uguale alla differenza fra il primo clemenio e quello che
seque Dultimo divisa binomialmente n per la differenza &,— d.

19) T ora facile esprimere il secondo membro di (10) mediante ¢ numeri B,
di Bernowulli, che si possono definire cosi (%):

(11)

(5} A. MAMBRIANI, Saggio di una nuova trattazione dei mwmeri e dei polinomi di
Bernoulli ¢ di BEwler, Mem. R. Accad. Italia 3, n. 4, pp. 36 (1932), cfr. pag. 10, for-
mula [5].
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Invero abbiamo:

n n n n a
G —Cpiyin _ Omy1— Uy . d‘?n——ll 20 lmgy — Qg ip
&, — dn ar — g, dr — g, deyy
N
Ma &
de 3org dnpn'-l“”fn 7 =1 n
= L Ty
dr— &y dr — Er I n

e inoltre (7)

7 7 LEN] 21y o 7+l N4l
Oy 1 g In (a’m+1 — O )/()1+1)}n . U1 — g

de, 4 - dsn/(n + 1) - (n+1)d
onde si ottiene
+1 +1
B Cnirfn _ g w O — 4
&, — d? T - 1)d

Si conclude quindi con la formula:

an-:-l —(L"+1
10’ ty +ay +a) ... et =t om0
(. ) o T @y 2 T T Ym n -+ 1d

dove i B, sono i numeri di BErRNoOULLI definiti da (11).

20) B pure facile esprimere il secondo membro di (10) mediante i nu-
meri D, cosi definiti (8):

12) . D, = 171 - o m=0,1,2,...).

Invero abbiamo (?)

a:)l — +1 jn a’::l-{—l _ ?_Z):[n _ @ty — d/2)" — (@ —~ dj2) |n

gy — d® dr— g, (d/2) — (— dj2)»

. lgf’?:l # (Gty — df2)" — (a, “d/?i)ii"
(@2 = (= 4z deiy '

Ma &

(1871_1 ‘" d " 2‘911—1 ’ in d u
p e =) P T Dn ,
((1/2)12 - (— (1/2)" 2 17— {(— l)n 2)

(*) Cfr. loe. cit. in (1), Memoria I, pag. 127, formula (6”).
(]) Cfr. loc. cit. in (5), pag. 12, formula [8]:
(°) Cfr. loc. ecit. in (1), Memoria T, pag. 130, n. 25, B).
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e inoltre (9)

(a‘m‘—{-l - d/2)n ”" (ao - d/2)" n (“‘m-}—l - d/2)7l+l - (ao . (1/2)”+1 .

de,_, (n -+ 1)d !

onde si oftiene

L

a(, a% b 1in dyr D (Gmiq — df2)"F — (@g — df2)" T
— 2 " (n + 1)d ’

Si conclude quindi con la formula:

e — (d "y (s = AR — (g — 2
(n -+ 1)d

1y

2

(10M) ay +a

—+ @,

_%
Kl
|

dove i D, sono i numeri definiti da (12) (ed & d 5= 0).

. — Caso ¢ 541, in particolare ¢ = — 1.
In questo caso nella formula (7') il denommatore
&, — qd® , (n=0,1,2,..),

della frazione binomiale al secondo membro non & inizialmente nullo. Tenendo
presente la formula (1)

n

g /1 On
w o (L— g+t

‘(n ]n

(1% Cfr. loe. cit. in (1), Memoria I, pag. 127, formula (6").
(**) 8i ha [loc. cit. in (1), Memoria II, pag. 49, formula (51)], per g1,

[ Jn — (8,, . (j)"l)n - é [(-[ - ,([)gn e (8,1 - 9)]'.) 12 q(’n " Q)”
=0 r=0

& —q (1— g+ e

ossia

n ln o 1; )1)"
g ( '

.,.wq ) - q =

Ed essendo [loc cit. in (}), Memoria II, pag. 30. formula (4)]
(17— 57,) = 470",

si conclude con la formula

8" l" n q;A ‘On H
BRI I W S (q#1).
& —(q rgo (1 — (j)'+1
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~ dove i numeri 40", (r=0,1,2,..), sono le note differenze di 0", segue ('?)

(lh En In . 6nd” gﬂl i En 'E q g /l o .
£, — ¢ g, d" — gd? &, — (1(1" e (L — q)’ i
La (7') si scrive allora:
n n 7 n n o < ql A7gn
(13) goa’() + gla’l + .o + gma'm - (goa‘o - .(/m—l—la’m-}—l) dn z (] -qy)7-£»1 3
re=o \t )T

dove {aﬂ} & wna progressione aritmetica di ragione d ¢ {gﬂ} ¢ una progressione
geometrica di ragione q # 1.
Ad' esempio, da (13) si ottiene:

1422425319254 L, k20 (m 1) =1 -+ m2n+,

14+2-849225 4287 4 ... +27-(2m + 1) =3 + (2m — 1)2m+1,
Nel caso particolare interessante in cui sia ¢ =—1, le somme 8, si
possono esprimere oltre che con i numeri 4707, come indica (13), anche (1*) con
i numeri
(14) ' C, = s, n=0,1,2,.),
e ancora con i numeri di BurLero

1s) E, , (n=0,1,2,.).

Invero pel secondo membro di (7'), nel caso ¢ =—1 e supposto ¢, = 1, si ha

7 n 7 n " n n
G902 = Jmt1Omt1 |n Qg + (— 1)™Cpygpn  (— D™gyy -+ g |0

€y — qd" &y — ar ar + &
5 ERY K
. 28n |n n (—' ])mam—H +g/o n dn 2Lu |n n (“‘ J»)m“;;l~+1 + aol
dr _I" Ep 281: 1 '}“ €y 2 ’
onde
A= 1)’"(( 1 g
(16) ay—da} - ay— ... + (—1)al = a0, " - ;l L---—»",

&

(12) Cfr. loc. c¢it. (1), Memoria I, pag. 130, n. 25, «).
(33) Cfr. loc. cit. in (6), pag. 11, formula [6], e inoltre pag. 12, formula [9].
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Oppure si ha

Jolly — Jur1mia o (= 1)ray, . -+ ag o = U@y — df2)" 4 (@ — ‘l/z)nln___

&, — qdr dr - g, (dj2)" + (— dj2)»
Zer ey (s — AR+ (0 — A2
(@2t (—df2)n 26, .
_ (d " 28;} . (n 2 (“‘ 1)'”((1',,,.;_1 M' (1'/2)7l ':" ((l() - (l/2)"A
- é ]_n+ (____ l)n 2 ’
onde

N (- D ety — 20 - (a, — dj2)»
(17) ((ﬁ—(b;l*{—a:—*.-. + (__1 ma,::l :((_> En}( )L (A {)) + (ay (/) .

2 2

~ Ad esempio, applicando (16) o (17) abbiamo:

1222 L 3% L (- 1)t = (1)l R

2

2__ a2 ) K2 o miDay L. 2 (1 YMOD [ay 2__,1‘i€:i_]:l7jl
1T—3%2-+5 v (=1 Bm -+ 1) = (— 1)"2(m 1) 5 .

&



