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GUIDO ASCOLI (%)

Sul comportamento asintotico degli integrali
dell’equazione y’ = (1+ f(t))y in un caso notevole. (*¥

Con la presente Memoria intendo portare un contributo allo studio del
comportamento asintotico degli integrali dell’equazione differenziale

(A) - Y'=(1+ &)y,

per ¢ — + oo, nell’ipotesi che, essendo la f definita per ¢> 0, |f| riesca, per
un conveniente p > 1, integrabile tra 0 e +oo.

11 caso p = 1 pud dirsi esaurito da antiche ricerche di M. BécHER [2] (1),
e si trova poi contenuto in risultati generali di altri Autori (CEsari, Fawpo,
LEVINSON,...); esiste in tale ipotesi un integrale y della (A) tale che per {— co &

logy =14+ C 4 o(1).

Piii recente ¢ la trattazione del caso 1 <p <2, per il quale P. Hart-
MAN [38], perfezionando risultati di A.. WINTNER [4], in un esteso ed impor-
tante lavoro, ha dimostrato la formula

t

logg/=t+§jfdz+o+o<1>.

]

Ancora piut di recente R. BeELLMAN [1] ha studiato il easo p==3, con f—0
per t—» oo, €, combinando abilmente diseguaglianze classiche, ha trovato uns

(*) DProfessore o. della Universita di Torino. Indirizzo: Via Giacomo Medici 44,
Torino (Italia).

(**) Ricevuto 11 19-I1V-1953.

(*) 11 Bocner studia il comportamento degli integrali di vn’equazione differenziale
di 20 ordine nell’intorno di un punto singolare » = 0; ci si riduce a questo caso po-
nendo, nella (A), ¢ = —log . Le ricerche del BOCHER sono state riprese da S. Faepo
in: Il teorema di Fuchs per le equazioni differenzioli ece., Ann. Mat. Pura Appl.
(4) 25, 111-133 (19486). :
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formula pit complessa, in cui perod, per una svista di ealcolo, un coefficiente
risulta errato. Vi ¢ inoltre nel suo lavoro una deduzione erronea (2); con altri
metodi si pud tuttavia ottenere un risultato meno preciso, ma che conduce
egualmente allo scopo. I’Autore alfferma, con buon fondamento, che il suo
metodo pud servire anche per valori piu elevati dip;.ma.fa presente-che-Jle—

complicazioni che si incontrano rendono 1'estensione pressoché inattuabile.

Nel presente scritto mi valgo ancora del metodo di BELLMAN (e di HART-
MAN), cio¢ della riduzione della (1) ad una equazione di RICCATI; riesco perd
a facilitare grandemente le deduzioni mediante 1’uso sistematico di un certo
operatore funzionale lineare: le integrazioni per parti, le inversioni di segni
di integrazione, le maggiorazioni legate alla diseguaglianza di Scawarz-HOLDER
vengono cosi ridotte a proprietd elementari di tale operatore, e applicate in
modo quasi meccanico.

Questo ed altri espedienti mi hanno permesso:

a) di rinunciare — cosa non immediata — alla condizione f—0 e alla
continuita di f, e di ammettere per p valori reali qualungue > 1;

b) di analizzare assai profondamente la struttura delle formule asinto-
tiche corrispondenti ai vari valori di p, ottenendo un metodo ricorrente, non
troppo laborioso, per dedurne una forma canonica abbastanza semplice. Si
ricavano cosi, con uno sforzo minimo, le formule gid note ed anche nuove
formule per 3 << p <4 e 4 < p < 5. Una determinazione diretta, per ogni p, di
dette forme canoniche sembra cosa molto difficile.

. Ritengo che i procedimenti qui usati possano essere utili per trattare pro-
blemi piu generali, come quelli indicati dal BELLMAN alla fine della sua Me-
moria.

1. - Essendo f(t) definita per t >0 e sommabile in ogni intervallo finito
0+ 7, si indicherd con V_f (con o> 0) Vintegrale, nullo per ¢ = 0, dell’equa-
zione differenziale

(1) Y+ ay=1;

(%) Si tratta della formula (4) di pag. 85, ove il segno di valore assoluto nel primo
membro non & giustiticato. Tale menda, avvertita dal collega P’. G. Tricomi ¢ da lui
regnalata all’Autore, ha dato luogo ad una rettitica (lettera in data 6 ottobre 1952,
gentilmente comunicatami dal prof. 'ricomi) del sig. BELLMAN: in essa, si supera la
difficolta risolvendo la (3) della stessa pag. 85 mediante approssimazioni successive,
e pervenendo.cosi ad una maggiorazione che, con i simboli da me usati, si scrive
fw|< 2V, |f]. Cir. il n. 3, 0) in cui, assai pit rapidamente, si prova che & ansi |w|< V,f.
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fi porra cioe:

@) V) = e )

0

La V_f & dunque una funzione assolutamente continua, nulla per ¢= 0, che
soddisfa quasi ovunque alla (1) (3).
I’operatore (di VorTmrra, di 12 specie) V_ @ lineare; e si ha inoltre:

a) Se f<<g ¢ V<V, g; in particolure:

IV A<V I, V.f>0 se f=0.
b) Si ha:

V. f+« ‘|'t V_f(r)dr== -[{ fx)dr.

(]

Risulta da (1) integrando tra 0 e ¢ e scrivendo V_f al posto di y.

¢) Ne segue: per f >0 ¢

t t £
v, i<|fwar, V, ftz)dr <

0 0 0 -
d) Diremo che f & di classe p (p > 0) se |f|? ¢ sommabile in ogni inter-

vallo finito 0+ 7. Si ha allora: Se f é.di classe p, g di classe q, con 1[p +
+ 1/qg = 1 (classi « complementari») é:

|V, (f9)] <{Vﬁiﬂp}1fp.{v“ iglq}l"q .
Basterd limitarei al caso >0, g > 0. Si ha allora:

t

Va (]cg): ( c—(\(t-—-'r)f(,v)g(,r) dr = J‘{6—(5\‘/1»(!—T)f(r)}{G*(A,/q)(!-r)g(,L_)}dz, ,

0 0

(3) Nelle deduzioni seguenti ci appoggiamo, secondo i casi, sia all’'una che all’altra
definizione di V; non vi & perd difficolta ad ottenere gli stessi risultati con 1'uso eselu-
sivo della (2).
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da cui, applicando la diseguaglianza di SCHWARZ-HOLDER, segue senz’altro
la tesi.

II risultato si estende senza difficoltd al caso di tre o pit fattori.

e) Ponendo in particolare g.— 1 ¢ notando che

1-—e L |

’V’/Y == - e s
§ o o

segue: Se f ¢ @i classe p, con p > 1, ¢

Vil <o V1],

o1
Il risultato vale anche per p =1, come ¢ evidente.

f) Pera = B si ha

Vai—Vyi

V.V, f=— oy

Gli operatori V), Vy sono quindi permutabili.
Dn‘ettamente h cosa risulta senza difficoltd dallo scambio di due inte-

grazioni. In altro modo, si ponga y=V_f, z= Vils y—2=u; sary allora,
quasi ovunque, :

Y+oy=f, +p=f,
u—!—ocu—Q/+aJ—z—ocz—f—f+ﬂz——az—-(/3———ocz—— (B—o)V,f,

e di qui, essendo % assolutamente continua e %(0) = 0,
U= F—aV,V,f, V=V, f=(p— @)V, Vsf.

Segue senz’altro la tesi.

2. - Intelessandocl ora il comportamento asintotico di V. f peri — oo,
diremo che una funzione f & di classe P>0in 0+ co se | f]l’ & sommabile
tra 0 e co. 8i ha allora:

a) Se f ¢ di classe p>1 in 01— oo, ¢

lim V_ {(#) =

)
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Come risulta da 1, e), basta provare il teorema per p =1 ed f> 0.

Ora dalla seconda maggiorazione di 1,c) risulta intanto che V_f ¢ di
classe 1; da 1, b) segue allora che V_f ha per ¢ — co limite finito. B questo,
essendo V_ f sommabile tra 0 e --oo, ¢ necessariamente nullo.

By Se f ¢ delasse p = LR T0 =60, aneke Ve di T dlasse p im0 6o,
Infatti dal n. 1,e) e dal n. 1, ¢) segué:

t i i

1 :
J]Va f]”df<;,7:1fva{f!”d’< Oi_”j |f|7dr .

0

¢) La tesi di a) vale anche nell’ipotesi

Hm f(f) = 0.

t—>co
Sia infatti k > 0 abbastanza grande perche per ¢ >k sia |f(t)|<< xe/2; per
ogni t>k si avra allora:

4 14
oe

‘J 0~a(t—r)'f(r) d‘E’ ; < == }' e—a(t—r) d'C<

&

| 2 9

H 4
t

k I
mentre d’altra parte per un tale & e per ¢ abbastanza grande sard

13

X ef(r)dr

0

—_— e-—at

<£
é.

] J g—a(t—-r)j(z.) dr

Sommando sia ha |V_f(t)|<e donde la tesi.
3. ~ a) Consideriamo ora l'equazione differenziale
@) y'= Ay,

dove A(f) = 1 - f(t) sia definita e sommabile in ogni intervallo finito 0 ~ 7.
T noto (*), e di facile dimostrazione, che se A(f) soddisfa alle condizioni

(4) , A >0, fA(t) dt = + oo,

(%) G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale (Bologna, 1941), IT, p. 43.
(fr. anche una mia Nota in corso di pubblicazione nel Bollettino dell’Un. Mat. Italiana.
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esiste un integrale della (3) che per { - co diverge a --oco insieme con la sua
derivata; esso si oftiene, per esempio, ponendo le condizioni iniziali y(0) ==
= y'(0) = 1; ¥ e y' sono allora positivi per ogni ¢ > 0.

Se si pone poi

7
K 4
e 1,

Y
si ricava facilmente per w l'equazione di RicoaTI

(5) w4 2w 4wt =,

e al detto integrale y corrisponde allora un integrale della (5) definito per
ogni ¢ > 0, nullo per t = 0. Per ¢ >0 ¢ anzi w >~ 1.

b) B particolarmente interessante ottenere casi in cui sia

(6) lim ¥ = ]

ey ’

ossia w0 — 0 per t —oco. I classico (PERRON) il caso f — 0, nel quale sono

anzi verificate, almeno per ¢ abbastanza grande, le condizioni (4) (5); qui
vogliamo invece occuparci del caso in cui f sia di classe p > 1 tra 0 ¢ oo.

Dimostriamo che in questa ipotesi ¢ soddisfatta la seconda delle (4). La

cosa & immediata per p = 1; per p > 1, supposto 1/p - 1/g = 1, si ha invece

J{ Ar)dr =t 4 ’f f(z)ydr,

i ¢

{ [' flr)dr| =] [ 1-f(x) dr| <{f [f(z)[rdz}yr{ fdr}l/« = O(tL7) = o(l) ,

v 0 o 0
¢ di qui segue subito I’asserto.
Se ora ammettiamo, provvisoriamente, valida anche la prima delle (4)
— con le conseguenze segnalate in a) — possiamo dimostrare agevolmente
la (6) nel modo seguente. Il considerato integrale w soddisfa alla equazione

lineare

Wt @+ w)W=1,

(*) Ter una semplicissima dimostrazione diretta, v. la mia Nota citata in (), n. 2, a).
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¢ si annulla per ¢ == 0; esso ¢ dato percid da

¢ ¢
Y - ’ e~ rI (2—I~u~(l,))dt1f(,r) dr,
0

equazione integrale a eui dunque soddisfa w. Ora essendo w > —1 si ricava
di gui:

f]< "%“““”[f(r)}dr = V|1,

a

¢ si ¢ visto (n. 2,a)) che sef ¢ di classe p > 1 questo tende a zevo. Ne segue
w—0, e quindi la (6).

¢) La cosa ¢ assal pill riposta, come mostrano le ricerche di HARTMAN,
se si fa Punica ipotesi che f sia di classe p, in quanto non si ¢ allora nemmeno
sicuri a priori dell’esistenza di una soluzione della (5) determinata per ogni
t>0 (cio¢ di una y definitivamente diversa da zero).
Cominciamo ad osservare che la funzione V. |f|, per il gia citato n. 2, a),
tende a zero per ¢ — oo, onde potrd trovarsi un i, tale che per ¢ >, riesca
Volf|<C 1/2. Sara allora, a fortiori, per ¢> t,,

[

e P dr < -,

to

e quindi con un eventuale cambiamento di variabile ¢ = t, - ¢/ potremo
sempre ridurci al caso in eui V,|f|<<1/2 per ¢> 0.

Cié posto, dimostriamo che se w & Dintegrale della (5), nullo per ¢t =0,
& sempre |w|<C 1. Cid vale certo per t abbastanza piceolo; se quindi non &
sempre |w|<<1 dovrd esistere un primo valore T tale che & |w(T)]= 1. Ora
dalla (), seritta nella forma

4 ! P 4 P ’

w4 2w = f—w?,
& considerato in essa il secondo membro come noto, si ricava:
(M w="V, f—V, 0,
da cui, per 0 <<t < 7,

] <V,

fl + Vawr<<1/2 + V21<1/2 +1/2=1,
e cid anche per ¢t = T, contro lipotesi. B dunque sempre |w|<< 1.

2 — Rivista di Matematica
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Come ¢ noto, essendo w limitato in tutto il suo campo di definizione, esso
esiste per ogni #. Essendo inoltre w >-—1, & valida la dimostrazione svolta
in b), che da

lw]<vllﬂ P

e quindi w — 0 per ¢ — oo. Si aggiungs, per 2, b), che w & di classe ptra 0 e oco.

Concludiamo che se f ¢ di classe p <1, la (5) ammette un integrale w, deter-
minato per ogni t abbastanza grande, che tende a zero per t — co e che ¢ &
classe p in’ 0 — oo. Da questo, mediante la formula

y = exp [t & f w(t) dr] ,

0

si risale immediatamente all’esistenza di wn integrale della (3) che ¢ positivo e
divergente insieme alla sua derivata per t — oo, ¢ per il quale vale la (6).

d) II metodo usato potrebbe servire, con leggere modificazioni, a dimo-
strare 'esistenza di un secondo integrale z, della (3), che tende a zero con la
sua derivata per ¢ — oo, e per il quale si ha invece

o2
Iim?Z 1.

> o
2

Assai pit rapidamente si pud ricavarlo, con HarmMaN, da quello trovato,
mediante la formula di LiouviLLe, nella forma:

Risulta facilmente

lim (y2) =1,
t—>c0

e cio riconduce lo studio del comportamento di z — e quello di ogni altro
integrale — a quello di %, a cui quindi possiamo limitarei.

4. — Ad un metodo generale per ottenere una rappresentazione asintotica
di ¥ per ogni valore di p si giunge col seguente procedimento.
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o

a) Si consideri, al posto della (5), P'altra equazione
8) w' - 2w 4wt = Af,

con A complesso arbitrario, e il suo integrale w({, A) nullo per ¢ = 0. Come &

noto,.esso-¢-funzione-analitiea-di—4,~regolare——-e= altzi--nula-—=-per-A==-0
onde per |A| abbastanza piccolo vale lo sviluppo

b4

(9) . “N,’(ty ;") == ‘nwn(t) ’

"8

i cui coefficienti w, si possono ricavare sostituendo nella (8) e identificando i
termini di egual grado in 1. Si ottengono cosi le equazioni differenziali:

n—1
[ ] ! ¢ N
(10) wy A+ 2w =5 w, 2w, =— Y wa,_, per »>1,
1

con le condizioni iniziali w,(0) = 0. Risulba quindi:

n—1

(11) w = Vyf; w,=—3V, (waw,,) per n>1,
1

formule ricorrenti che permettono il calcolo successivo delle w,.
Continuando allora a supporre la f di classe p > 1 si prova subito che se
n<p, w, ¢ di classe p/n. La cosa vale intanto per n = 1; ammesso che

. e R ; P . .
valga poi per ogni indice s << n, sard w, di classe -, w,_, di classe quin-
$

n—8 ?
. . P
di (%) wav,_, di classe %> 1, e della stessa classe (n.2, b)) anche V, (waw,_,) e

percid, per la (11), w,.

{*) Qui e nel seguito ci serviamo delle seguenti osservazioni che, per quanto ovvie,
¢i sembrano degne di esplicita menzione:

a) Se fi, fas -y fo sone rispettivamente di eclassi Pis Paseees Py (P > 0) in un

1
nsteme I, fify...f, & di classe q == < .
hiz - f 1= S iy

Infatti, essendo {|f;}%}72 sommmabile, [7:]7 & di classe p;/g; ma si ha: X q/p,= 1,
quindi [f1]?]Fa]% | fa]¢ & sommabile, donde la tesi.

b) Nelle stesse ipotesi, se le f, sono inolive limitate, se g ¢ di classe = > 1 ed ¢

1 1
Z— -
Pi T

> 1 2
fifs o fap & sommabile,

. \ . 1 L .
Infatti fif,...f, €, per a), di classe ¢ = E—ﬁw » quindi, essendo limitata, anche di
D

€
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Si aggiunga che le w, tendono a zero per n — co; cid consegue, per indu-
zione, dalle (10) e dal n. 2,a) per % = 1; n. 2, ¢) per n > 1.

b) La considerazione dello sviluppo (9) ha prineipalmente, come ora si

vedra, valore.euristico;-per-giustificare-le-posizioni-(1.0 Y-ma~si-pud-anche-darle-—~—---
valore effettivo potendosi sempre fare in modo che lo sviluppo valga per
A=1. 8i ha cosi per I'integrale w della (5) nullo per t = 0 Pespressione

o
W=y w,.
1

Difatti basta prendere nella dimostrazione del n. 3, ¢) il numero ¢, in modo
che per t >4, riesca V,f<< k<< 1/2 per vedere subito che in essa ad fsi pud
sostituire Af con A complesso e tale che

[A|<R, con R:;l]~’_>1,

La w(t, 2) ¢ allora regolare per |A|<< R e quindi lo sviluppo (9) converge
per A= 1. B si giustificano anche le successive operazioni che ci hanno con-

dotto alle (10) e (11).
Ma cid che a noi basta & dimostrare che se si pone

(12) ' w=w +w+.+w_,+R,
R, & di classe plv se p >, & di classe 1, cioé sommabile tra 0 ¢ oo, se v— 1 <
<p<

Cominciamo & provarlo per » = 2, p> 2. Si ha allora

w=1w ++ K,,

donde, per cid che si & visto in a), R, risulta di classe p. D’altra parte, sosti-

>q; allora [if, .. f, ¢ @ sono diclassi complementari e il loro prodotto &

sommabile. }

Si ricordi anche che la somma di due funzioni di elasse p > 0 & ancora della
stessa classe.

Per le proprieta qui applicate pud vedersi: M. Picoxrt e T. VioLa, Lezioni sulla
moderna teoria dell’integrazione (Torino, 1952), pp. 175 ¢ 207.
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tuendo nella (3) e tenendo conto della prima delle (10), si ha:

Ry 4 2R, = — (w;, + R,)?.

i Ora- e85endo--y -0 Ry-di-classe—p;-la-loro-somma—&-di-classe—p;—e-il-secorido
membro di classe p/2; quindi tale & anche (n. 2, b)) R,.
Se fosse invece 1 < p < 2, I'ultima deduzione non sarvebbe lecita; potremmo
perod affermare che essendo p/2 <1 e w, -+ R, limitata tra 0 e oo, (w, 4 R,)?
¢ anche di classe 1, e cosi R,. k
Sia ora il teorema valido per il resto R,_, e sia prima p > »; saranno allora

. V4 . . e qe
di classe —— sia R, sia w, ., ¢ quindi anche
p—1 y—1 =17

Dlaltra parte, sostituendo il valore (12) nella (5) si trova

y—1 - v—1

R;+2RW+Rﬂfz@¢+2wg+ay+%+m“+qwf%ﬂﬁzwf+ﬂ;=f,

1 1
s—1
(as =3 fw,-ws_,) )
\ 1

dove H, & somma di termini della forma w,w, con

b

2<r<v—1, <Ks<r—1, r4ds>v,

e di qui, tenufo conto delle (10),

r—1

(13) R+ 2R ——2R, Y w,—~ R —H
. i

P

Ora, per Posservazione gid fatta (%), il sommatorio & della classe del suo

L T il prodotto risulta quindi

primo termine, cioé p, mentre B, & di classe

y—
. » . . . . . . P
di classe L. Cosi pure ogni termine w,w, di I, risulta di classe <1—.,

v T8 P
i s . P . . . P o o
e quindi anche di classe L; e infine R? risulta di classe Z(J“‘T) e quindi
PV a(y —

{") E -ciot che se f ¢ limitata e di classe p, essa & anche di ogni classe p’ > p.
(I infatti |f]?"= O(|f|?).) Qui w e i w, sono limitati, anzi tendono a zero.
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: 4 : : : 1oy »
anch’esso di classe ~. Se ne conclude che il secondo membro della (13) ¢
»

di classe ©>1 e percio ¢ tale anche R, .
»

Nol caso p—1<p < v.i termini del secondo. membro. della. (13) yisultano

. P s o .
di classe L<1, quindi di eclasse 1, e lo stesso avviene della loro somma;
v

N

percid R, & sommabile.

¢) Siamo ora in grado di darve una prima forma asintotica del conside-
rato integrale y della (3) nell’ipotesi che f sia di classe p > 1. Essendo infatti »
Pintero tale che

r—1l<p<»,

varra la (12), con R, sommabile tra 0 e co. Ne segue, integrando,

t
v—1

(14) logy —t == Z‘ wy(t)dv -+ C -+ o(1),
1

da cui segue senz’altro la forma cercata (8).

5. — a) La formula (14) risolve teoricamente il problema; perd essa da
anche nei primi ecasi, espressioni assai pitt complicate del necessario. Indiche-
remo ora una via per ottenerne una «forma canonica » che di verosimilmente
la migliore soluzione del problema.

Per ottenerla ci sard comodo introdurre un operatore I cosi definito

F 2= V_(f2).

Si ha allora: Una forma P2 di grado s nelle w,, w., ..., w;, isobarica di peso n
n ’ b ? b )

8t puod esprimere come somma di un numero finito di termini del tipo
ekt

nl ENn
¥, ..F, 1,

B 2
20y 200,

con 1 <o, <<my oy >s.

(]) Proseguendo il ragionamento di b) si prova facilmente che, per ogni n> p,
w, ¢ R, sono sommabili tra 0 e co. Cid porta che in realtd la (14), con un dato », vale
per ogui p per cui sia 1<p <». L analoga osservazione pud farsi sulle formule che nei
nu. seguenti ricaveremo dalla (14); v. per esempio i risultati del n. 7.
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Per dimostrarlo si osservi che dalle (10) si ha:

AP 2P 3 ’\I)s ’11)5 3 ’\])s
P n ’ll) f*—— 2101) — z —.« 0;— 290 )
k3 I

dt dw, N £ dw;

da cui, per il teorema di BuLEro,

D8 ]')s ops

2
8 7
at " cw] g C o,

Si riconosce subito che, con notazioni evidenti, e tenuto conto del signi-
ficato delle o;, si pud secrivere

a[)s o1 k '}])s 1
§— P

""" - -1 z O =P ’

2, w1 7 B, "

onde, essendo PI(0) = 0, risulta:
oo (P52 1) — Vi Po¥t = Ty, P71 — Vi PIMY,

formula di riduzione che ¢i condurrd facilmente allo scopo.
Si dieca infatti altezza di un P la differenza 2n—s; si vedra subito che
se P, ha altezza h, P:~' e P!t hanno altezza h— 1. Sl ammetta allora vero

n~1

il teorema per i polinomi di altezza h— 1, sicché per P~ e P:*' valgano rap-
presentazioni del tipo annunciato; una tale rappresentazione vale allora sen-

zaltro per F,, P2~!, ed anzi con o, = s; il numero degli operatori F passa
n—1? b (=

infatti con la sostituzione da n—1 ad n. Quanto poi all’addendo V,, P2*2, si

noti che se uno dei termini della rappresentazione di P:*' &
OF s Fyp oo Fyp 1= 6V, (1B, . By 1)
con 1<f;<n, f1>s -+ 1, ad esso corrisponde in V,, P>** il termine
OV, Vs, (fF o, oo Fyp 1)

che per il n. 1,f) si decompone in

—c .V2ﬁ1 — Vg5 (]tF
26, — 2s 262 7

F,, 1) =

28,

=—_' B _T_ . w1t T, F

g, oee B
28, — 2s 2/ 2B 2/}]_- 25 26,

28,

e cio conduce ancora a termini della forma voluta.
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Daltra parte, essendo n > s> 1, il minimo valore di % ¢ 1, e si ha solo
per n = s =1, cio¢ per il monomio cw, = ¢V, f = cF,1, per il quale vale il
teorema. Questo risulta percid dimostrato in tutta la sua generalita.

b)-H 1'1'sultato~_~p1>ecedente»mva;le«»—i11»~»par1‘bicohu'ewper“ﬁl’}, ==,y ehie st pud
dunque esprimere come combinazione lineare di termini del tipo

nl ™ L B v NI " E
I{‘ztxlevx, . E 2@;“1‘ =V 2;,\"(}“[4 ngb 2y " I 2,:\'711) ?
con 0 <or; <nj e di qui risulta uno spezzamento per il suo integrale tra, 0 e ¢
che comparisce nella (14),
Ma vi & qui Inogo ad un’altra semplice osservazione, di carattere generale:
Se z=V_y tende a 0 per t — oo, si ha, per t —» o0,

i 1

‘ ’ i
zdr:} YV ydr = —yydr -+ o(1) .
24
0

0

(15)

D s,

Cid risulta subito da 2+ xz = y integrando tra 0 e ¢ (efr. n. 1, b)).
t
Applicando questo risultato a w, vediamo che J»w,l dr ¢ eguale ad una
[}
combinazione lineare di termini del tipo

i
[ 1B, By, o By, 1-dr, (L<a; <n),
0

piu un infinitesimo per t — oo.

L’introduzione di queste espressioni nella (14) fornisce la forma canonica
che avevamo in vista.

E utile perd osservare che questa forma canomica, per un dato n, puod
ottenersi senza passare per la corrispondente forma ridotta di w,, bastando
averla per o¢,, che ¢ di altezza minore. Essendo infatti w, =— — V., 0,, sara,
per la (15),

J ¢ .

1
j w, d7 =——§j 62 d7 + o(1) .
0

0
Questa semplificazione pud talvolta usarsi in altri casi consimili.

¢) Volendo fare uso sistematico del procedimento di riduzione indicato
in a), eonverrd ordinare i monomi nelle w; secondo la loro altezza crescente.
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Senza difficolta si ha cosi:

per ho=1: w,; per h=2: w}; per h=3: w], w,;

per o= d4: wl, wuawy; per h=5: w}, whe,, wy; e cosl via.

Diamo qui, in corrispondenza, alcune forme canoniche che c¢i serviranno
in seguito:

wy == Vof =Tyl 3 w0} = 2V,{fo)) = 2V, (fV. f) = 2F,F.1 ;
wh = 3V (fw}) = 6V (fV.(fV. f)) = 6F.F F.1 ;
wy == — Vo] = — 2V, Vy(fioy) = V,(fVyf) — Vo(fV. /) = FF1l — F,F,1.

6. — La struttura formale delle formule asintotiche per l’integmle 1, nelle-
ipotesi poste per f, risulta. perfettamente chiarita da quanto precede; un ulte-
riore progresso in questo senso sembra assai difficile, e anche il calcolo effet-
tivo dei termini, per valori non troppo piccoli di p (ossia di »), si presenta
ancora assai penoso. Pensiamo quindi possa avere interesse una trasforma-
zione che rappresenta un primo passo verso la forma canonica e che puo

ottenersi operando direttamente sulla (5) in modo singolarmente semplice.
Osserviamo per questo che, supposto, come & lecito, [w|<C 2, dalla (5) si ha:

da cui, integrando tra 0 e 1,

¢ i
r - . o f(‘l’) ) w
i “(T) dr = " 2‘;1—"7(“:) 1’6’—*10‘!:', (1 - E)
o ]
e, per ¢ -» oo,
¢ 4
(16) {w(r) dr = j ;)-—L(QM dv -+ o(1) .
2 + w(r)
o 0

D’altra parte, con le notazioni del n. 4, possiamo scrivere

1 1 1, (—1p=2
I =§f‘—~;fw —l—gffwz — e W}‘w” *+ o,

2 4w
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P -] 1 ¥
ey = U
Y poop
¢ quindi pud scriversi
f .t ¢ +
_ (o) 1 1 (- dp=2f )
(l() j 2"1::“*[;'(*1:5 dr = :—2—“ de'-“;} f«lUdT + e —}* ~*‘—2:1*— Jj’ll) “dr —,L C —}L' O(l) .
Q 0 9 . [}

A loro volta, gli integrali a secondo membro possono essere valutati asinto-
ticamente ricordando (n. 4, b)) che, posto

(18) W ==, ~+ W, + ... 4~

. \ o qs P .
il vesto R _, & di classe " ¢ tende a zero, come i w;, per ¢ — co.

_—
Anzitutto, come sopra, si prova che R, . & sommabile tra 0 ¢ oo, onde
puo seriversi

2 13
i -2

j fodr =3 } fw:dv - C) + o(1) .
1

1] 0

Quadrando poi la (18), e moltiplicando per f, si trova subito che i soli termini

non sommabili tra 0 e co possono essere quelli della forma fw,w, in cud sia

B+ +1<p, ciod Gty +1<v—1, 4 +iL<<y—2.

Si ha dunque

t 4

j;fw" der = 3 J']"w,-lw,-z dz 4 O, - o(1).
Pt iy y—2
[} [}

Nello stesso modo, elevando la (14) a cubo, moltiplicando per f, ed esami-
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nando la classe dei singoli termini, si otterrebbe

t

fwrdr = >

R TR ey .

¢
‘ fw;w; w,; dv + C; + o(1),
o

SR

e cosi via.
Sostituendo queste espressioni nelle (16) e (17) si ottiene la formula defi-
nitiva:

t

J ]‘w,-lw,»2 e Wy dr +C + o(1),

[

oy . (— 1y
(19) logy—t= 2 —

TiLv—2

in cui gli indici %, 4, ... debbono prendersi in tutte le disposizioni possibili
che soddisfino alla condizione X4, <<y— 2. Alle disposizioni potranno sosti-
tuirsi le combinazioni, introducendo nella formula un opportuno coefficiente
polinomiale. ‘

b) Se nella (19) si raccolgono insieme i termini per i quali X 4, ¢ costante,
si ha Paltra formula:

k]
v . l)s )
(18) logy—t=>2 > £_)S+;— j'fw,-lw,“_ ww; dr + C + o(1),
o & - 8
[}

Ti=k
che pud scriversi anche

t
r—2

logy —1t = ﬁfzf’k (Wi, Wy oy w)dv 4 C + 0(1) ,
[}

(1]
dove P, ¢ il polinomio isobarico, di peso &, definito da

(—1)*

o, 25F

Py = Wi, Wi, won Wi

It questa la formula cui volevamo giungere, la quale richiede, per un dato
v > 3, la conoscenza delle forme ridotte di monomi di altezza massima 2y — 5,
con notevole semplificazione rispetto al metodo generale.
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Facilmente si ottiene:

1 ; 1 1
1)0257 -P1=““;701:"“;sz7
1 1 1 . 1 )
Py=— g, ot = — L ViV 4 V) + VilfVaf)= { Vulf V2 ),
P 1 ]1 I .
. _mzwa -+ 1 wlwgm—l—g Wy == ...

7. — Passiamo, per terminare, ad alcuni esempi e al confronto con i risul-
tati gia noti.

a) Per p= 1, w risulta sommabile tra 0 e co (n. 2, b)), onde pud seriversi:

i
logy—t= [wdr = ¢ + o(1), (BOCHER [2]).

0

b) Per 1 <<p <2 si ha:

t i
log § — 1 = j 1Pydy & C + o(1) = %der €+ o1), (HARTMAN [3]).
o

(1]

¢) Per 2 < p <3 si ha:

logg/——t——J(P + Pydr -+ C 4 o(1) =
o

[fdr—-ffv fdr 4 € + o(1) ,

]

l\ﬂl!—i

formula data, per p = 3, sotto ipotesi pitt restrittive ( (f continua e tendente a
Zero per t — oo) e con un errore nel secondo termine (1/2 invece di 1/4), da

R. BErimax [1].
d) Per 3<p <4 il termine da aggiungere al secondo membro &

|1par =3[ vy, pas

] ]
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e) Per 4 <<p <5 si dovra ancora aggiungere il termine:

i ¢ *

[ 12ar = — | vy pae— | vy, e,

0 (]

come risulta da un non difficile caleolo, che per brevitd omettiamo.
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