GIORGIO SESTINI (%)

Criterio di stabilitd in un problema di Meccanica non lineare.

1, — Introduzione.

I problemi della meccanica non lineare, in uno o pit gradi di libertd, hanno
in quest’ultimo decennio offerto un vasto campo di indagine. I risultati con-
seguiti dalle scuole italiana, francese, russa e americana circa la periodicitd
e la stabilitdh degli integrali delle equazioni differenziali in cui si traducono i
problemi stessi, sono stati veramente notevoli.

Un problema tipico di meccanica non lineare ad un grado di liberta, e
percid dei primi ad essere studiato, & quello del moto rettilineo di un punto
materiale, soggetto ad una forza elastica, ad una forza dissipativa funzione
non lineare della velocitd (ad es. una resistenza del mezzo in cui avviene il
moto) oltre ad una eventuale forza disturbatrice, funzione del tempo.

Tra i numerosi studi relativi a questo problema ci limiteremo a ricordare
quelli di G. SansoNg, W. E. Mixg, A. Siexorini, L. Amerio, R. Cacciop-
POLI e A. GHIZZETTI, G. SBSTINI (1).

B ben noto che lo studio di un tal moto, a partire da opportune prefissate
condizioni iniziali di posizione e velocitd (per ¢t =1,), 5i riconduce a quello
degli integrali di una equazione differenziale non lineare del secondo ordine
del tipo

dx
=

@) @ + o + (@) = f(),

ove x = x(t) & ’ascissa del punto mobile all’istante generico ¢, o una costante
positiva, dipendente dalla costante di attrazione elastica oltre che dalla -
massa del punto mobile, ¢(#) una funzione continua, definita per tutti i valori
reali di @, soddisfacente alla condizione

2) ap(2) >0,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma (Itaha)
(*) Vedasi Nota bibliografica alla fine del lavoro.
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ed f(t) funzione limitata di ¢. Le due. funzioni @(2) ed f() dovranno soddisfare
inoltre ad altre convenienti ipotesi, atte ad assicurare ’esistenza e la unicitd
in (f, +oo0) degli integrali di 1.

Nell’ipotesi di una f(¢) limitata ed una @(«) soddisfacente anche alla_con-

dizione

p()] > 2k 5] per |@]> 4,

con 4 e k costanti positive, CACCIOPPOLI ¢ GHIZZETTI (®) hanno dimostrato
la stabilitd degli integrali di (1) per ¢ — - oo.

Avendo gli stessi Autori dimostrato con un semplice esempio, che la sola
crescenza della p(2) non basta ad assicurare la stabilitd degli integrali di (1)
e potendosi facilmente provare direttamente tale stabilita quando sia (p(w)_2efz:,
restava a domandarsi sotto quali condizioni potesse assicurarsi tale stabilitd
anche nel caso in cui, per z tendente all’infinito, la @(x) risulti, rispetto a o
un infinito di ordine « <1, essendo dubbia in questo caso la validita del citato
criterio.

Lo scopo di questo lavoro ¢ appunto quello di assegnare un criterio di sta-
bilitd per gli integrali di (1), valido anche nel caso di un ordine di crescenza
per @(z) minore di 1.

Un tale criterio si consegue, quando la (1) ammetta integrali definiti in
(to; +o0) e valga la (2) con Vipotesi che la funzione f(t) sia a variazione limi-
tata in (ty, -~ co). )

Completa il lavoro 'esame diretto del caso lineare, nell’ipotesi che la fun-
zione f(t) sia limitaia.

2. — Considerazioni preliminari sugli integrali di (1).

L’equazione (1), sotto la ipotesi (2) con lim ph) = co ed f(z) limitata,
h—>0
ammetta integrali definiti in (f,, 4+ co).

Con ragionamento analogo a quello fatto da CACCIOPPOLI e GHIZZETTI, nel
citato lavoro, si prova subito che gli integrali di (1), qualora non risultino
limitati, non possono diventare definitivamente monotoni,

Se infatti, ad es., fosse lim 2(¢) = 4~ co, con x(f) monotona, a partire da
t=>0

un #, in poi, per ¢ > ¢, sarebbe #(t)>0 e #(t) >0 e quindi dalla (1), essendo
p(z) >0,
& < (i) — w2 .

(?) Cfr. Nota bibliografica 2).



in un problema di Meccanica non lineare 305

Da questa, non appena si prenda ¢ > ¢, > {, in modo che risulti % >1L > f(t),
il che ¢ possibile essendo f(t) limitata e x(t) divergente a -+ oo per ¢ — - oo,

si ha # <0 e quindi lim# = — co con la conseguenza che sarebbe anche
om0

lim # = — oo, contrariamente a quanto abbiamo supposto. Con analogo ragio-

i—m

namento si prova che non pud essere la x(f) definitivamente decrescente e
illimitata.

Queste considerazioni portano ad affermare che, se gli integrali di (1) non
restano limitati per ¢ — <4~ oo, la @ deve, per t>t,, cambiare infinite volte
di segno e quindi, per la continuita, annullarsi infinite volte.

Vogliamo ora provare che, fisse rimanendo le ipotesi sulla ¢(z), se la fun-
zione f(t) étale da risullare convergenti i due integrali

+w

(3) [f(&) sen w&dé&, / f(&) cos wEdé,

1y

e se la x(t) si mantiene limitata, deve risultare limitata anche la z(t).
Osserveremo che le condizioni (3) risultano certamente soddisfatte gualora
la funzione f(t) sia a variazione Wmitata in (I, ---oo). Infatti, in questa ipo-
tesi la f(¢) risulta differenza di due funzioni f£,(t) ed f.,(f) non negative, non de-
crescenti, limitate (). Si ha allora, ad es. per il primo integrale (3),

fj(f) sen w&dé& _—_ffl(zf) sen wé dg—j fo(£) sen wéAE .

Applicando a ciascuno degli integrali del secondo membro il 20 teorema della
media (*), si vede che, in valore assoluto, ognuno di essi resta minore di
2 M1, essendo M il pitt grande degli estremi superiori di f,(¢) ed fo(¢) in (¢, -+ o0).

Hssendo sen wt e cos wt due integrali indipendenti dell’equazione Z 4w%=0
Tintegrale generale della (1) pud mettersi sotto la forma (5) ‘

(4) z(f) = A sen (wt -+ o) 4

i t '
+ w”lff(f) senw(t— &) df— o™ [tp[fb(f)] sen ot —§)dé ,
i fo
con 4 ed « costanti determinabili in funzione dei valori assegnati a x(f) ed
2(t) per t =t,.

(3) Cfr. Nota bibliografica 3), parte II, pag. 127.
(*) Cfr. Nota bibliografica 8), parte I, pag. 116.
(8) Cfr. Nota bhibliografica 5), d), pp. 464-466.
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Per derivazione rispetto a ¢, si ottiene dalla (4)

(5) 95(15) = Aw cos (wt - ac) —}—ff(f) cos w(t— &) dE—-f(p[a'}(E)] cos w{t — &) dé&.

Essendo per ipotesi (%) limitata, con che resta limitata anche @(2), ed essendo
limitato per le (3) il secondo termine del secondo membro di (5); avendosi
da questa

¢

t
‘ / pl@(&)] cos m(t — &) dfl}< 4] o + | @] + Uy‘(rf) cos w(t— &) A&y,
;o tg
|
segue la limitatezza per qualunque t, di F(f) = f ¢[dc(§)] cos w(t— &) dé&.
123
Scritto adesso ¢ 4 m/2w al posto di ¢, avendosi

t t+:7/20

ﬂﬁ+m%ﬂ=fﬂﬂ&k%wu+m%hfma+fﬂﬂ&k%ww+w%bfﬁw=

t [

—7/20 Med { ¢p(x) sen a)(t—~ }~/¢(d7) sen w(t— &) dé,

(t,t+ xf2mw)

si oftiene

i

/(p[ﬂé({‘)] sen w(t— &) d& = — .7(15 + 7/20w) —n/20 Med { @(z)sen w(t— &}
(£t +t/2w)

Risultando limitati in valore assoluto i due termini del secondo membro della
precedente, segue che & pure limitato

(6) " %/ww@nwnmv~ad4

f
e con esso, dalla (4) valide le (3), 2(t), come volevamo provare.

Dalle due proprieta ora dimostrate per gli integrali-di (1) e cioé che se un
integrale -a(f) 'di (1) non risulta limitato non pud divenire definitivamente
monotono, ne puod rimanere limitata la sua derivata prima z(t), dlscende, come
subito proveremo, che x(¢) deve annullarsi infinite volte.

Sia infatti ¢’ >, sufficientemente grande; non potendo essere x(t) defini-
tivamente monotona, dovrd possedere infiniti massimi ed infiniti minimi, Sia
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1" > t' P’istante corrvispondente ad uno di questi minimi; si avrd evidente-
mente @(t") =0 ed x(i") > 0. Sia adesso ¢” ’istante corrispondente al mas-
simo immediatamente successivo al minimo relativo all’istante ¢". Nell’inter-
vallo (t,1") & #(t) >0 e quindi ¢(x)>0. Essendo ¢’ sufficientemente grande,

e gsisterae in--(15-12)-un- sottointer vallo—(#%544);-con-t/~<c'<<- <<t -tale-che~per
ogni t appartenente a tale sottointervallo, sia

plz@®)]>L > f(t),

raggiungendo la a(f) il suo valore massimo in un punto ¢° interno a ", 1",
ove si ha a(1°) =0. ,

Fino a quando la a(f) non si annulla essa risulta positiva e quindi, per
ogni ¢ appartenente all’intervallo (¢”, #°), dalla (1) si ha

@+ i = f(t) —p(z)< 0,

da cui, essendo z(f) > 0, segue z(t) < 0.

Con lo stesso ragionamento, partendo dall’istante d1 massimo t” per (1),
fino all’istante ¢, corrispondente al minimo di #(f) immediatamente suc-
cessivo, cioé fino a quando & w(t) <O, si ha @(v) <O0; in un intorno sinistro
del punto {*, interno a (¢, t""), ove la z(t) assume il suo valore minimo (ne-
gativo), avremo

| ple®)]] > L > f(t)
e da (1)
B+ o = f(t) — @) = 1) + [p@)]>0,

ed essendo in tale intorno x(f) << 0, da questa segue (t) > 0.

Cambiando quindi di segno la #(t) in ogni intervallo compreso tra due suoi
punti consecutivi o di minimo o di massimo, a partire da un conveniente
istante in poi, segue quanto abbiamo asserito e cio¢ ’annullarsi infinite volte

ai a(t).

- Teorema I.

Vogliamo adesso provare il seguente teorema:

Se Vequazione (1), con w costante positiva, @) funzwne continua, definita
per ogwi valore reale di , soddzsfacente alla condizione axp(m) >0 ¢ tendente
all’infinito col tendere all’infinito di @, ¢ f(t) a variazione limitata in (t,, -+ oo),
posswde un integrale definito in (fy, -+o0) oscillante, esso ¢ limitato.

Conseguiremo il teorema facendo vedere che i massimi positivi dell’inte-
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grale z(f) e i valori assoluti dei suoi minimi negativi formano due successioni
i cul termini sono complessivamente limitati. '

T evidente che se i minimi di x(t) fossero positivi, la loro limitazione sarebbe
immediata conseguenza di quella dei massimi.

Facciamocoincidere ; con Vistante eorrispondente ad un massimo posi-
tivo di #(f). Consideriamo I’intervallo (toy t1), essendo #, Pistante corrispon-
dente al minimo (negativo) di @(f) immediatamente successivo,

Adotteremo per comoditd di serittura in tutta la dimostrazione le seguenti
notazioni:

@, = a(t,) , fu = [valor medio di #() in (fnmsy t)] .

In (%, %) si ha manifestamente a(f) <0. Da (1), moltiplicando per 2a(t) e
integrando tra ¢, e t,, si ha

®) oot —ai] + 2 [ SOl as =2 [ (&6&) a,

t
da cui, trascurando il termine 2 / :é(é)(p[m'(f)]dé positivo per le ipotesi fatte
t

su p(a),

wi—x§<f;—2fl(:v0——m1) .

Dividendo per »,— =z, =, + |#,] >0, si ottiene

2 -
lmll--’vo<““c"0;f17

da cui
2
(7) l$1,<mo*“;)§f1-

Consideriamo ora il successivo intervallo (t, t,), essendo 1, I'istante corrispon-
dente al massimo positivo di #(t), immediatamente successivo al minimo nega-
tivo relativo all’istante ¢,. In tale intervallo si ha ora xt) >0 e quindi
dalla (6)

2 -
wi——wf<;0;fz(%—w1)y

da cui, dividendo per @, —z, =, 4 |#,] >0,

‘ 2 _
xs‘“lw1l<;‘o‘572y



in un problema di Meceanica non lineare -309
cioé

2 -
: ‘w2<!xll +C°D'§f1 »

: 2 -
{8) &y < mo‘-'(;; [fi—7.1.

Osserveremo qui che se ad un massimo positivo seguisse un minimo pure posi-
tivo si avrebbe ancora, con lo stesso procedimento, la (8).

2 _ N
Infatti da wf-—w§<—~c—o;f1(wo—wl), valida in ogni caso, dividendo per il

fattore negativo x, — ,, si ottiene
P “ : 2 -
¥+ 2> P Tis

da cui

2 _
Ty >— T, +;’2‘f1’

od anche
’ 2 -
(7) ) . —-$1<$0-————f1,

w2

o o
Da 2} — 2] < o2 [e(@:—@;), dividendo per il fattore positivo @, —ua,, si ha

2
@+ @ < ot fes
da cui
2 -
By < — iy + P fes
e per la (7'), la (8). :
In generale, per ogni coppia di massimi consecutivi, si ottiene evidente-

mente

2 _ -
Lop < Lopay — Z)E [f2n—1 '—fzn] .
Facendo in questa » =1, 2,... e sommando le disuguaglianze, si ottiene
2 _ | ‘
By < mo“‘;)‘; ; [fae-1—F2il,

22 — Rivista di Malematica
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da cui

By, < @

..r-l 2i .

L’ipotesi-che-la-funzione—f(t)-sia—a—variazione-limitata—in—(f;; =~oo); indicata

con V la variazione totale di f() in tale intervallo, da senz’altro
. Ty

(9) Gan <o+ — T,

ciod la limitatezza dei massimi positivi di @(z).

Procedendo come in (f,, ¢,), nell’intervallo tra un ‘massimo ed un minimo
negativo consecutivi, si ottiene, analogamente alla (7),

2 -
l Lant+y [ < o — o font1-

Da questa, per la (9), risultando la f(¢) limitata in (4, 4oo), indicato con L
Pestremo superiore dei valori di |f(t)| in (¢, +oo),

(10)

2
w2n+1l<mo+_“2[v+L] ’
43}

che fornisce la ricercata limitazione per il valore assoluto dei minimi negamw
di 2(t).
Il teorema enunciato resta pertanto dimostrato.

4. - Teorema II.

Dal teorema ora dimostrato discende, come corollario, il seguente teorema,
che costituisce I’annunziato enteuo di st‘mblhta per gli integrali di (1) nelle
ipotesi dichiarate. :

Se Vegquazione (1), valendo per o(x) le ipotesi piw volte dichiarate ed essendo
la 1) a varigzione limitata in (t,, +o0), possiede integrali definiti in (to, —+00)
“essi sono stabili.

Infatti abbiamo provato (n. 2) che, nelle ipotesi dichiarate, se la (1) ha
integrali non limitati in (), 4-oc0), questi devono essere oscillanti. D’altra
parte, per il teorema dimostmto nel precedente n. 3, ogni integrale di (1) oscil-
lante ¢, nelle nostre ipotesi, limitato. Ne sefrue che, nelle 1potes1 dichiarate
la (1) ha i suoi integrali limitati.

B facile far vedere ora che d%lla hnnmtezm di #(t) discende quella di o)
e quindi il teorema.
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Infatti, dalla (1) con le solite notazioni si ottiene

t

~

(11)  @*() —&%(h) + () — w%(t;) + 2./ 2(E)pln(£)1dE =2 | B(H)f(£) dk.

s

Se (ty, t,) & lintervallo compreso tra due zeri consecutivi di x(t), nel quale
manifestamente x(f) mantiene segno costante, si ha dalla (I1), per ogni ¢ in-
terno a (%, t,),

(12) @< g + 2 fa(t) — ).
Essendo f(f) e x(t) funzioni limitate di ¢ in (%, +oo), sia N il piit grande

degli estremi superiori di [f(t)[ e [:v(i)] in (f, +o0); dalla (12) si ha allora
qualunque sia {, o

@< (0 + 4)N?,
da cui

&

< (w4 2)N,

come volevamo provare. , )

Rileveremo qui che questo criterio, non avendo fatto alcuna ipotesi sul-
Pordine di crescenza di g(2), quando @(f) - oo, resta valido anche per un
ordine di crescenza minore di uno a differenza del citato criterio di CAcocrop-
POLI ¢ GHIZZETTI (%).

5. - Prova diretta della stabilita del moto nel caso linearey.

Si abbia ’equazione
(13) o 240w =),

con ¢ ed w costanti positive e f(¢) funzione limitata.

Siano él(t) e 2(t) due 'integrali particolari indipendenti della equazione
omogenea z-- 2z + w% =0, il cui Wronskiano, diverso da zero, indiche-
remo con Wz, 2,). ‘ R

Confrontiamo la (13) con z-- 2¢2 4+ w% = 0; si ottiene con evidenti tra-
sformazioni ’

w2 — w7 -+ 2e[we — 2a] = (1) ,

(5) Cfr. Nota bibliografica 2).
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che pud seriversi

%t {wz— 2o} - 26 { ae— 2} = 2f(1)

“daeui

Do 2 = g~ 2E=t) {[ e C O EH(E) AE +¢ } )

con ¢ costante arbitraria.
Sostituendo in questa 2(f) con z,() e z(t), si ottiene

¥
fl}zl“"élm = g=elt=1) {/325(5—“)%(5#(5) a& + 01} ’
(14) to

w2y — 2w = ™=t { / etz (H)f(8) dE + cg} .

Da queste per eliminazione o di () o di a(t), si ottiene

¢

Wiey, ) = e { | eze“*‘“f(é){zl(az'z(t)~z2<§)z'1<t>] a& +

1o

(15) + 01zz(t) 0"21( ) } y

aW(ar, 2) = == [ =) (£)20) — mBm ()] A +

+ ) — () |

E ben noto che i due integrali #(t) e 2z,(t) assumono fmme diverse a seconda
che sia e<<w, e>w, ¢ =ow.
Per e<<w si ha:

Z=csenput; z=cTteosut; W, a) =—pe ™  u=r/0?—¢.

Sostituendo in (15), indicato con L lestremo superiore dei valori di | 1]
con qualche maggiorazione e calcoli del tutto elementari, si ottiene

2L(1u —+ 8) +{]cl l,+ lc‘ll } (:u’ + 8) estoe_g(t_io) ,
ep %

l2()] <

o] <22 4 el 21 g
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Per &> w, nel qual caso si ha:

== g v
n=0"y m=d"; We,e) =—20%; v :,\/wz___gz i {gl = - ;

operando analogamente i ottiene:

. Ly + ¢) B
[ fﬂf(t)l<;(8—_—v‘) {lclﬂlle * | epsj ),
v(s v)
|o()| < # e e}
Nel caso infine di ¢ = w, per cui si ha:
R = 0—“ H By == te—st ; W(zl7 z‘.’.) —_ 6_2” ,

si trova

b{

™

J[ [2(t)] <=+ {]e| (1 + et) + ] |} e,

l!w(t)l =

Si ha quindi, in ogni caso, la limitazione sia di |«(z)| che di |a(@)].

b{

0| 1) etgm =)
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