LEONIDA TONELLI

(19 aprile 1885 — 12 marzo 1946) (*).

Lettori!

Giorno di dolore e di lutto profondo per la Matematica italiana e mon-
diale rimarrd il 12 marzo 1946, nel quale veniva prematuramente rapito alla
Scienza e alla Vita il sommo Matematico LEONIDA TONELLIL

Permettete ora che io, Suo modesto scolaro, commemori — per designa-
zione della eletta Compagna di Lui — questo grande Maestro (¥*). Dapprima
cercherd di dare una visione della Sua personalitda superiore: traccerd il Suo
« Curriculum Vitae » e delineerd separatamente i tre aspetti principali, in Lui
armoniosamente fusi, di « Uomo integro, forte e coraggioso », di « Maestro lu-
1minoso, paterno e volitivo », di «Scienziato sommo » Indi dard uno sguardo
alla Sua Opera matematica di valore inestimabile, fondamento per i futuri
progressi, miniera d’oro per le nuove generazioni. Alla fine riporterd l’elenco
.delle Sue Pubblicazioni.

(*) Commemoragzione a cura di ANTONIO MAMBRIANI

(**) Precedenti commemorazioni italiane sono le seguenti: .

8. CinquinNi, Leonida Tonelli. Ist. Loombardo Sci. Lett. Rend. CL. Sei. Mat. Nat.
79 [oppure (3) 10], 73-95 (1946).

L. Cesari, Leonida Tonelli (1885-1946). Boll. Un. Mat. Ital. (3) 1, 64-67 (1946).

L. Groriano, Un grande matematico: Leonida Tonelli. 11 Mattino dell’Ttalia cen-
trale, anno I, n. 31 (mercoledi 12 marzo 1947).

S. FAEpo, Leonida Tonelli. Rend. Mat. Roma (3) 6, 217-225 (1947).

G. SaNsoNE, L'opera scientifica di Leonida Tonelli. Atti Accad. Naz. Lincei. Rend.
(1. Seci. Fis. Mat. Nat. (8) 4, 594-624 (1948).

11 — Rivista di Malematica.
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1. -~ Una visione della Personalita di Leonida Tonelli

1.1. — I ® Carrviculum Vitae .

LEONIDA TONELLI nacque il 19 aprile 1885 a Gallipoli (Lecece) da Geni-
tori veneti: il Padre GASPARE (1834-1903) era ufficiale superiore nell’esercito,
la Madre GIUSEPPINA BI1cHI (1856-1920) era donna di rara bellezza e bontd (¥).
Per ragioni dipendenti dall’impiego paterno, Egli passo la fanciullezza e compi
gli studi in varie cittd d’Italia (fra le quali Lecce, Pesaro, Pavia). A soli 17 anni,
nel 1902, inizio in Bologna gli studi universitari: si inserisse dapprima al biennio
propedeutico d’Ingegneria, poi passo in Matematica pura, ed ebbe a Maestri
CESARE ARZELA, SALVATORE PINCHERLE, FEDERICO EXRIQUES, LiUIGI DONATI;
e nel 1907 si laured con lode, discutendo la Tesi con I'Amrzrri. Egl venne
concordemente giudicato — come ebbe a ricordarmi parecchi anni dopo il
PINCHERLE — un giovane di inielligenza eccezionale, e subito fu nominato assi-
stente nella Universitd di Bologna. In tale posizione il TONELLI dovette sot-
toporsi per alcuni anni ad una forte, eccessiva attivitdh didattica; ma Datti-
vitd scientifica seppe non essere inferiore, in quanto Egli consegui in tale ‘pe-
riodo risultati matematici di prim’ordine. Poteva cosi ottenere brillantemente
3 25 anni, cioe solo tre anni dopo il conseguimento della Laurea, la. Iibera do-
cenza in Analisi infinitesimale. Dopo altri tre soli anni (nel 1913) venne giu-
dicato primo alla unanimitd nel concorso per la cattedra di Analisi algebrica
nella Universita di Cagliari; successivamente (1914) partecipdé anche, riuscendo
primo trionfalmente, al concorso per la cattedra di Analisi infinitesimale nella
Universith di Parma. .

Nel 1916, ancora professore straordinario a Parma, appena P’Italia venne
trascinata nella prima grande guerra mondiale, Egli senti imperioso il Suo
dovere verso la Patria: interruppe la Sua intensa e fruttuosa attivith di studio,
si sottopose spontaneamente ad un’operazione e, vincendo le amorevoli resi-
stenze della Madre adorata, parti volontario per la guerra. Fu in Macedonia
(settore del Kruska Balkan e settore di Monastir), dove passdé due inverni
agsai duri e fu preso dalle febbri malariche; nella primavera del 1918 venne
trasferito sul fronte delle Alpi (Giudicarie, Val Daone, Adamello); non accettd

(*) I1 TONELLI ebbe un fratello, EpaMINONDA, pin giovane -di Lui, morte all’etd
di due anni e mezzo; ebbe anche tre sorelle: EMma (sposatasi a Suarpi) maggiore di
Lui, PaLyIrA (sposatasi a DEL VEccHIO) e OnGa (sposatasi a Ravara) pitt giovani
di Lui.



A, MAMBRIANT: Leonida Tonelli 159

licéhze; ebbe due encomi solenni (¥), la croce al merito di guerra, una medaglid’
al valor militare con splendida motivazione (**), una promozione per meriti”
eccezionali a Tenente, un’altra promozione per meriti eccezionali a Capitano;:
fu in tutto — come scrisse il Suo Generale — un Ufficiale di qualita veramente:
eccegionals. , o L ah

Nel 1919 conclusqm Vlttonosamente la guerra, Egli faceva silenziosamente
-~ e finalmente — ritorno alla Sua cattedra universitaria di Parma (%),
dove era diventato professore ordinario fin dal 1917. Cogliendo i frutti i
lunghe meditazioni fatte nelle soste di guerra, Egli si accinse ad approfondire’
e ad allargare i Suoi brillanti studi precedenti su il Calcolo delle Variazioniy
cercando di creare le solide basi di un trattato su tale argomento.
Affermatosi il fascismo in Italia, Egli fu uno dei promotori e firmatari del
ben noto « manifesto degli Intellettuali » di opposizione al fascismo, e cid ebbe
a disturbare grandemente la catena dei giusti riconoscimenti nazionali ai Suoi
meriti superiori. Cosi, per tutto il periodo del fascismo, Egli non pote nml
entrare nelle commissioni dei conecorsi nniversitari. .
Nella primavera del 1922 il Suo Maestro PINCHERLE insistette per averlo a
- Bologna, a quella Universitdh che Lo aveva avuto allievo, e quale Allievo!
Bologna offerse al TONELLI la cattedra di Analisi superiore; Egli poi tenne
per incarico, a turno con il PINCHERLE, i corsi di Analisi algebrica e di Analisi
infinitesimale fino al 1927. Inoltre ebbe pure, fino a tale anno, gli incarichi
dei due corsi di Analisi algebrica e infinitesimale nella Universitd di Ferrara.
L’attivita scientifica del TONELLI aveva negli anni 1921 e 1923 una sorpremn-
dente, e direi miracolosa, esplicazione: uscivano per le stampe i Suoi due mera-
vigliosi Volumi (di ben complessive 1141 pagine) dal titolo Fondamenti di
Calcolo delle Variazioni, vera Opera monumentale che tanta eco ha avuto in.
Italia e nel Mondo. Inmn’oorquesta superiore attivith scientifica del TONELLX
riceveva qualche alto riconoscimento: nel 1922 I’Accademia Nazionale dei
Lincei lo nominava Suo Socio corrispondente, nel 1923 la Societd Italiana
delle Scienze, detta dei XL, Gli consegnava la medaglia d’oro, nel 1925 I’Ac-
cademia Nazionale dei Lincei Gli conferiva il premio reale per_la Matematica.’
I1 TONELLI nel 1924 partecipo, insieme al PINCHERLE, al Congresso Inter-

{*) Un encomio dal Comandante della 35* Divisione, Generale. PETITTI di Roreto ;
¢ un encomio dal Comandante del’artiglieria della 70 Armata, Generale BAISTROGCHI:.
(**) Lcco la motivazione: « A capo di un’audacissima pattuglia, portava ardita-
«mente lo scompiglio fra le truppe nemiche in ritirata, catturando reparti e mate-
« riali e, primo fra tutti, issava la bandiera d’Italia in Mezzolombar do, facendovi pri-
«gioniero un comandante di Divisione austriaca. » (Regio decreto 4 gennaio 1920.)
(***) Ricordiamo che nel 1935 fu promosso per meriti speciali a Maggiore e poi
nel 1940 venne promosso per anzianitd a Tenente Colonnello. :
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nazionale dei Matematici a Toronto, nel Canada: 1a Egli espose, per la prima
volta in un Congresso mondiale, le sue importanti idee innovatriel su il Cal-
colo delle Variazioni; e ritorno in Italia soddisfatto, anche perche, in seguito
a Sua iniziativa, il Suo Maestro PINCHERLE era stato nominato presidente
del successivo Congresso Internazionale, che venne fissato per il 1928 aBologfna.

Nel 1926 il TONELLI conobbe, fra le partecipanti a un Convegno svoltosi
in Bologna, la Signorina Mirra RoNDELLI, dottoressa in Scienze Naturali,
Colei che doveva diventare la affettuosa e intelligente Compagna della Sua
Vita. I1 matrimonio fu celebrato il 5 settembre 1927, e il 10 giugno 1928
nasceva il primo fighio, GIORGIO, ora gid dottore in Filosofia.

Nella prima decade del settembre 1928 ebbe luogo in Bologna il Congresso
Internazionale dei Matematici presieduto. dal PINCHERLE, ed il TONELLI vi
occupd, fra i moltissimi valenti matematici, venuti da tutte le parti del mondo,
una posizione di primo piano. Nell’autunno del 1928, quando il PINCHERLE
fu collocate a riposo, il TONELLI passo alla cattedra di Analisi infinitesimale
lasciata vacante dal PINCHERLE e tenne per incarico il corso di Analisi supe-
riore e i corsi di Istituzioni di Matematiche per gli studenti di Chimica e di
Scienze Naturali.. In questo stesso anno 1928 Egli diede alle stampe un’altra
Opera fondamentale dal titolo Serie trigonometriche.

Nel 1930 il TONELLI venne invitato con molta mms’rcnm a Pisa per tenere
alta la tradizione matematica della Scuola Normale Superiore. Mi ricordo
— jo allora Gli ero vicino, come Suo assistente — le molte riflessioni che Egli
fece al pensiero di doversi trasferive con la Famiglia a Pisa. Si sentiva ormal
troppo legato a Bologna, dove aveva trascorsa tanta parte della Sua giovi-
nezza come studente universitario e come assistente, dove copriva la cattedra
prima tenuta dai Suoi valenti Maestri, dove si era creati affetti e amicizie
profonde, dove aveva incontrata la Sua diletta Compagna e, ancora, dove
aveva stampato i Suoi nnpmtan‘m Volumi. Si decise a lasciare Bologna, pilt
che per qualche lusinga economica, per l'idea di creare nella Scuola Normale
Superiore di Pisa una grande fucina di allievi, ¢id che, anche nelle pilt rosee
speranze, non sarebbe stato possibile realizzare a Bologna. Appena il TONELLI
fu a Pisa, in Italia tutti sentimmo che solo cosi la Scuola Normale Superiore
di Pisa poteva avere la certezza di raggiungere lo splendore degli anni rosei
in cui vi erano il DIxT e il Biaxcmi. Primissima cura del TONELLI, a Pisa,
fu quella di rivolgersi agli Annali della Scuola Normale Superiore (Sezione
Matematica e Fisica): ne assunse la direzione e tanto si adoprd da creare
in brevissimo tempo una delle pit apprezzate riviste del mondo. Nell’Uni-
versity, di Pisa Egli ebbe la cattedra di Analisi infinitesimale e Pincarico di
Analisi superiore; nella Scuola Normale Superiore si prodigd in corsi di lezioni,
complementari a quelli della Universita, rivolti ad accrescere la cultura dej
giovani allievi e ad avviare alla ricerca matematica, cosl che in poco tempo
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gli studi scientifici della Scuola 3 Normale Superiore si accesero del pil vivo
fervore. Nella Scuola di Perfezionamento in Scienze assicurative, della Uni-
versitd, di Pisa, tenne anche l'incarico di Calcolo delle probabilitdh con appli-
cazioni. Nei primi anni della Sua vesidenza pisana Ia Societd Italiana delle
Scienze; detta—dei-Xly-lo-nomind-suo-Soeio-e-- Accademia.delle_Scienze .di- .
Torino Gli conferi il premio internazionale BRESSA.

Nel 1939 I'Universith di Roma invitd con molta insistenza il TONELLI
alla Cattedra di Analisi matematica. Egli finl con 'accettare, e fu anche per
un anno professore aggregato all’Istituto Nazionale di Alta Matematica nella
Universita di Roma. Non volle perd abbandonare i Suoi cari allievi della
Scuola Normale Superiore: decise di lasciare a Pisa la Sua Famiglia — la
quale il 17 dicembre 1939 si accresceva della graziosa bimba PIETTINA — e
si sobbarcd coraggiosamente alla logorante fatica di viaggi continuati fra Pisa
e Ttoma. Nel 1942 (dopo tre anmi di insegnamento @& Roma) per diverse
cause, ¢ non ultima quella del peggioramento dei trasporti ferroviari dovuto
al divampare della guerra, dovette decidersi a laseiare la cattedra di Roma.
Nella sezione, staccata a Pisa, della Facolta di Feonomia e Commercio di Fi-
renze Egli accettd, poi, Uincarico di Matematica (fenemle

Intanto la terribile guerra aveva raggiunto in pieno il suolo d’Ttalia ed era
arrivata, purtroppo, con tutti i suoi orrori, fino a Pisa. 11 TONELLI, appro-
fittando della Sua dimora di campagna ad Asciano Pisano (nella quale si do-
vette rifugiare con continuitd dopo che le bombe Gli distrussero completa-
mente, nel 31 agosto 1943, Pabitazione di Pisa) poté appoggiare attivamente,
a disprezzo di non pochi rischi, la guerra contro i tedeschi inO‘aggia’na dai
partigiani. Spinto, poi, dal supremo bene per la Scuola Normale Superiore
seriamente minacciata dai tedeschi-che 'occupavano, Egli, facendo tacere i
Suoi sentimenti, nell’ottobre 1943 accettd dal governo fasmsta;, rifugiato a
Salo, la nomina a Direttore della Scuola stessa. Fu certamente per il TONELLI
un sacrificio assai ormdc, (-ompensato solo dd]l’filto scopo che voleva ottenere

collaborazione di discepoli e colleghi, poté fare pressi()ne sulrtedesehl, i quali
nel dicembre 1943 lasciavano finalmente libera la Scuola Normale; cosi rimaneva
11vo tutto il prezioso materiale scientifico, artistico e didattico della Scuola.

E quasi per nascondere sempre pitt al nemico i Suoi riposti sentimenti, nel
1944 Egli accettava anche un premio accordatoGli (hlla fascista Accademia
d’Ttalia. :

Arrivo finalmente il giorno della liberazione dal fascismo e dal tedesco
invasore. La gioia per il TONELLI fu immensa, ma quali e quanti sacrifici
fisici, morali e di studio era costata a Lui questa dupplice liberazione tanto
agognata! A riconoscimento degli alti meriti civili acquisiti, Egli venne nomi-
nato Viece-Sindaco della Clt;t‘l; di- Pisa e Presidente delVEnte Comunale di assi-
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stenza: in tali uffici si adoprod, senza risparmio della persona, per accelerare
i tempi di ripresa della martoriata vita cittadina., Ma non mancarono — o
assai duro dirlo — quelli che, vilmente tramando nell’ombra per il trionfo di
personali egoismi e rancori, cercarono in tutti i modi di falsare 1a grande opera
di sacrificio e di umanitd di. tanto Uomo.! i

Nel novembre 1945 Egli riprendeva con energia le sue care attivitdh didat-
tica e scientifica. Ma la forte tempra di Lui nell'inverno 1946 veniva, pur-
troppo, attaccata da una maligna forma influenzale, che Gli acuiva un disturbo
renale di cui era da pitt anni sofferente. In una fredda e triste sera, la sera del
12 marzo 1946, in Pisa, la grande ANIMA santamente ci lasciava! B ancora
non pare vero! Le Sue spoglie mortali riposano in Pisa, accanto a quelle di
Urisse Dint e di Luter Brancai, nell’austero Cimitero Monumentale, presso
la, meravigliosa Piazza dei Miracoli.

Sia gloria a Lui nei Cieli e sia pace in Terra alla Sposa, ai due Figli, alle
Sorelle ! . )

1.2, - I’Uomo integro, forte e coraggioso.

I1 TONELLI fu di animo leale, di carattere forte, di spirito acuto, di cuore
nobile. Cordialissimo verso gli amici, pei quali si prestd sempre con grande
disinteresse e senza badare a sacrifici, fu invece decisamente e apertamente
ostile verso tutti quelli che gli mancarono di lealtd. I doveri civili, di Patria
e di Famiglia furono costantemente Suoi altissimi ideali, per essi s’adoprod
sopportando sempre serenamente disagi e rischi. Nello studio Egli fu un lavo-
ratore instancabile e metodico. :

Ecco alcune affermazioni di scolari, di colleghi e di ammiratori.

1

— «... benevolo e fraterno verso gli amici, implacabile verso coloro che
non ment'wano la Sua stima, ha sempre teso verso il Giusto, ’Onesto, il Bene,
senza mai piegarsi, pronto ad andare incontro a qualunque difficoltd e peri-
colo ed a sacrificare anche tutto, pur di non cedere neppure in un punto, al
caleolo e al compromesso. » (L, CESARL)

. — «XNelle questioni morali non ammetteva compromessi e non era disposto
ad indulgere anche a costo di amarezze, che non Gli mancarono, specie nel-
l’ultimo anno della Sua Vita: Egli giudicava uomini e fatti con serena impar-
zialith e assoluta giustizia.» (G. SANSONE.)

= «Aveva bontd non inconsciamente uniforme, ma sempre ispirata alla
1)111 grande giustizia. » (8. C[NQUI\Y 1.)

L— D1 carattere forte e demso, si schlerf) sempre dalla parte della giustizia
¢ dell’onesta contro ogni sopraffazione e contro ogni sopruso. Fu severo siudice
< U1 o o



A. MAaMBRIANI: Leonida Tonelli 163

di chi alterava la veritd e di chi voleva trionfare con metodi nascosti e tor-
tuosi. Ebbe innato il senso del dovere: al richiamo della Patria, nel 1915, parti
~ volontario, sottoponendosi, spontaneamente, a una operazione chirurgica e
raggiunse il fronte, in prima linea; per il Suo eroico comportamento si meritd

-due-medaglie-al-valore-e-due-promozioni-per-merito-di-guerra.-I1-Suo-carat=
tere fiero e austero non Gli permise di piegarsi, durante il triste periodo fascista,
al conformismo del tempo, e fu, per questo, messo in disparte, se non avver-
sato e angariato; non Gli si volle perdonare di avere fra i primi, firmando il ma-
nifesto CROCE, alto levata la voce di protesta degli intellettuali per 'oppressione
delle coscienze a cui molti purtroppo si piegarono. Ma sempre sperd che presto
savebbe sorta 1’alba dei tempi nuovi, ’alba della libertd per le coscienze morti-
ficate. » (L. GIULIANO.)

— « Carattere forte e fiero, Egli aveva altissimo il senso del dovere verso
la Scienza, la Patria e la Scuola, e nella Sua vita non conobbe mai le mezze
misure, ma segui fino in fondo ci6o che Gli dettava la Sua rigida coscienza, in
tutte le manifestazioni della Sua personalitd.» (S. FAEDO.)

— «Fu in guerra un Ufficiale di qualith veramente eccezionali.» (Un Suo
Generale nell’Esercito).

— « Fu Marito e Padre esemplare, di una purezza e di una austeritd ada-
mantina. » (L. CESARIL)

— «Fu difensore della Veritd e della Giustizia.» (Il Rappresentante della,
Citta di Pisa, nel 1946.) '

1.3. ~ 11 Maestro liuminoso, paterno e volitivo.

I1 TONELLI fu Maestro di doti veramente singolari!

Le Sue Lezioni, sempre ascoltate nel pilt religioso silenzio e vivificate dalla
Sua parola incisiva e suadente, avvincevano per la loro grande chiarezza e
logicita, e cose astruse diventavano inaspettatamente chiare ed attraenti.

Usava incitare paternamente i Suoi allievi allo studio, pretendendo da essi
la precisione e il rigore. Verso i giovani che riusciva ad avviare alla ricerca
scientifica sentiva una particolare simpatia, e spesso mostrava la Sua soddi-
sfazione donando a loro, generosamente e largamente, consigli preziosi e idee
originali che nascevano spontanei dalla Sua mente penetrante.

B con quanta coscienza e profonditd esaminava i lavori che Gli venivano
presentati! I manoscritti erano sempre restituiti con preziose osservazioni e
completamenti; qualche volta invitava ad un rifacimento di tutto il lavoro....
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Diversi Suoi scolari hanno raggiunto la cattedra universitaria e vari altri
sono gia ben avviati per ottenerla.
Eecco alcune affermazioni di colleghi e scolari.

— «A Pisa, alla Normale e alla Sapienza echeggia il ricordo delle magni-

fiche lezioni di Anailisi infinitesimale da Lui tenute agli studenti del biennio,
di quelle di Analisi superiore per gli iscritti alla laurea, delle Sue conferenze
al Seminario matematico della Normale. Delle questioni presentava i punti
essenziali; le Sue dedugzioni, che avevano insieme il requisito della semplicitd
e della naturalezza, e la Sua parola facile e precisa, lo facevano apparire ai
Suoi scolari, come era effettivamente, un Maestro insuperabile. » (G. SANSONE.)

— « Non posso tacere Pattrazione potentissima che esercitarono su di noi
studenti le lezioni di Analisi superiore del TONELLI, con le quali ci apriva
le vie della moderna teoria delle funzioni di variabile reale: non solo il gio-
vane Maestro ci presentava i concetti pit delicati nella forma piu limpida e
chiara, tanto che noi rimanevano sorpresi di non accorgerci delle difficoltd che
sono proprie di questo ramo meraviglioso della Matematica, ma in noi sor-
geva vivissimo il desiderio di raggiungere qualche modesto risultato. Quale
piu affascinante figura di Maestro ¢ possibile immaginare?!» (8. CINQUINL)

— «Solo chi ha avuto la fortuna di esser stato Suo allievo pud conoscere la
grandezza dello Scienziato attraverso la Sua opera di Insegnante: i concetti
che esponeva con cristallina chiarvezza unita a un profondo spirito di critica,
si trasformavano in materia viva di studio e di ricerca nella mente di chi lo
ascoltava. » (L. CESARL.) "

— « Maestro nel senso piut alto e nobile della parola, esercitava sugli allievi
un particolare fascino, frutto della Sua robusta personalith. Le Sue lezioni
erano seguite in religioso silenzio ed erano di una singolare efficacia e sug-
gestione. I concetti pit riposti e le teorie pitt complicate erano da Lui pre-
sentati con una spontaneitd e una chiarezza tali che anche le menti dei giovani
meno pronti riuscivano a seguirli e a impadronirsene. Fuori delle aule scola-
stiche continuava il Suo magistero fra i giovani che si dedicavano alla ricerca
scientifica’ e nei quali sapeva infondere con delicata sensibilitd paterna quel-
Pentusiasmo e quella passione che in Lui erano abituali. Fu per loro oltre a
tutto Maestro di vita.» (L. GIULIANO.)

— «Le Sue lezioni erano meravigliose; Egli portava 'uditorio ad affron-
tare nel modo piltt naturale i problemi pit difficili e sapeva rendere tanto fedel-
mente il Suo pensiero — con un linguaggio semplice e conciso ~ che quanto
Egli diceva si sarebbe potuto senz’altro stampare! Alcune delle Sue lezioni sono
rimaste indimenticabili per chi ebbe la ventura di udirle; e c¢id6 non solo per
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quelle pilt elevate di Analisi superiore, ma anche per i corsi del primo biennio,
durante i quali molti, come chi scrive, sentirono nel fascino della Sua parola
il richiamo della Scienza e il bisogno di abbandonare altre vie, per cui gi% erano
incamminati, per seguire il Maestro. » (S. FAEDO.) ’ '

1.4. — Lo Scienziato sommo.

T1 TONELLI & un Matematico del tutto eccezionale, uno Secienziato di forte
genialitd, veramente un Grande! Era 1;imt0 per la Matematica; e cosi Egli ebbe
a esprimersi per essa nel 1943 (v. la Pubblicazione [163] nell’elenco ‘al suc-
cessivo n. 3):

«...la Matematica essendo tra tulte le scienze, oltre che la pit pura e la pid
«ideale, anche la pit sinceramente artistica, perché in essa il sentimento artistico
« domina e guida il ricercatore per la scoperta di veritd eterne e per comporle in.
« un tutto armonioso.»

Fin dai Suoi lavori giovanili si rivela'la Sua non comune capacitd d’inda-
gine. Dotato di forte spirito critico, aveva come listinto del Vero in guanto
il vero avvertiva prima di averlo dimostrato tale; penetrava rapidamente e
profondamente le questioni anche le pilt ardue, e possedeva una grande potenza
inventiva. I Suoi scritti hanno il sommo pregio di una esposizione piana, lim-
pida e sicura, e sono tutti del pitt alto valore. Egli spazid nell’Analisi in lungo,
in largo e in profonditd, tracciando nuove vie maestre e indicando nuove e
sempre pitl alte mete. Il Suo campo prinbipale di studi fu quello delle funzioni di
variabili reali e soprattutto il Calcolo delle Variazioni sa cui ci ha dato I’Opera
profondamente originale e veramente grandiosa dal titolo Fondamenti di Cal-
colo delle Variazioni (in due poderosi volumi). Molto ancora ci aveva promesso-
di dare e ci avrebbe indubbiamente donato, se non eci veniva rapito da una
crudele morte prematura. .

Egli portd assai in alto la Matematica italiana e il Suo nome ebbe presto
una rinomanza mondiale; divenne membro di numerose Accademie e associa-
zioni matematiche italiane e straniere (*). Alcuni mesi prima della Sua scom-
parsa Egli era stato invitato da ALBERTO EINSTEIN ad andare negli Stati Uniti
per studiare i problemi matematici connessi alle ricerche atomiche. '

(*) Era membro della Pontificia Accademia delle Scienze, uno dei XT. della Societa
Ttaliana delle Scienze, Accademico Benedettino della Accademia delle Scienze dell'Isti-
tuto di Bologna, socio corrispondente della Accademia delle Scienze di Torino, socio
corrispondente dell’Istituto lombardp di Scienze e Lettere, socio corrispondente del-
I'Accademia Naszionale dei Lincei, membro onorario della «Société Matématique de
Moscou », membro onorario della « Caleutta Mathematical Society », membro del Con-
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Ecco alecune affermazioni di scolari, di colleghi e di Matematici stranieri.

— « LEONIDA TONELLI, matematico di altissimo valore, fu uno dei mag-
giori esponenti di quel rigoglioso sviluppo che ebbe nell’'ultimo gquarantennio
la teoria delle funzioni di variabile reale. A Lui va in gran parte il merito di

aver mantenuto I’Analisi matematica italiana a quell’alto livello a cui Iave-
vano portata le grandi figure di Dini, ARZELA e Vorrerra. Egli aveva un
gusto finissimo nel sentire e nel porre i problemi che via via si presentavano
al Suo spirito di ricercatore; e quando affrontava una questione — per quanto
complessa e difficile — la penetrava in profonditd e, sceverando il superfluo
dall’essenziale, riusciva a coglierne aspetti di armoniosa semplicita. » (8. FAEDO.)

— « Basterebbe il complesso degli altri contributi (cioé dei contributi non
relativi al Calcolo delle Variazioni) per potere affermare che il TONELLI ¢
stato un matematico di valore eccezionale.» (8. CINQUINI.)

~— «I Fondamenti Gli dettero risonanza mondiale ¢ hanno fatto di L
uno dei maggiori matematici italiani degli ultimi secoli. » (G. SANSONE).

— «Scienziato di grande genialita, portava nelle ricerche che sottoponeva
all’indagine della Sua mente la forza del Suo ingegno versatile e straordinaria-
mente ricco di feconditd inventiva: le pil astruse questioni che per molti anni
avevano invano affaticato le menti dei pit insigni matematici venivano da
Lui affrontate e risolte con una semplicitd e una chiarezza di percezione che
sorprende e sbalordisce. Dotato di uno spirito critico acutissimo, possedeva
in sommo grado il dono di saper sviscerare i problemi pit complicati, finché
8i presentavano alla Sua mente nella forma pitt naturale per essere risolti. »
(L. GruLiAano.)

— «... For the simplest problems of the calculus of variations, TONELLI’s
method dominated by the point of view of the functional calculus, has led
to an important re-orientation of the subject, and to the establishement of an
imposing group of existence theorems. How fruitful it will prove to be in the
study of more complicated problems, and whether it will enable us to study

siglio direttivo del Circolo Matematico di Palermo, membro del Comitato di redazione
degli Annali di Matematica pura e applicata, membro della Commissione seientifica e
tesoriere della Unione Matematica Italiana, membro del Comitato di redazione della
« Compositio Mathematica » di Amsterdam, membro del Consiglio Nazionale delle Ri-
cerche, membro del Consiglio direttivo del Comitato Nazionale di consulenza scienti-
fico-tecnica per la Tisica e la Matematica, memblo della « American Mathematical
Society », Direttore della seconda serie degli Annali della Scuola Normale Superiore
di Pisa (Sezione Scienze Fisiche e Matematiche).
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functionals of more general character than those included in the calculus of
variations, are questions which I am not able to answer. » (A. DRESDEN, 1926.)

— « Le service rendu & la science par la découverte de la sémi-continuité,
_que Pon doit & M. TONELLIL est capital. » (J. HADAMARD, in una Comuni-
! 7

cazione alla Acad. des Sciences de Paris.)

— «Nous croyons qu’on atteindra mieux le fond des choses et qu’on évi-
tera des difficultés en abandonnant Uintermédiaire du parametre et en traitant
directement. la ligne comme une variable abgsolument indépendant. ... Clest,
d’ailleurs, le point de vue que vient d’adopter récemment M. TONELLI dans
son intéressant ouvrage Fondamenti di Calcolo delle Variazioni. » (M. FRECHET,
« Les espaces abstraits», 1928, p. 4.)

— «(Pest 4 M. L. TONELLI que ’on doit les plus beaux et les plus complets
résultats concernant ces surfaces.» (S. SAkS, « Théorie de 'intégrale », 1933,
p. 100.)

. — « Ausserordentlich exakt und originell ist die Behandlung der ebenen
Variationsrechnung bei TONELLL » (C. CARATHEODORY, « Variationsrechnung
und partielle Differentialgleichungen erster Ordnung», 1935, p. 398.)

— «... Mais la généralité de la méthode n’apparut qu’aprés que l'on se
fut apercu que la réussite des procédés.employés était due & la propriété de
T’intégrale J de posséder la semi-continuité. Ce fut M. TONELLI qui, usant
systematiquement de Panalyse fonctionnelle, mit & la base de Pétude directe
des problémes de maximum et minimum le concept de semi-continuité et est
ainsi le véritable fondateur des méthodes nouvelles. » (V. VOLTERRA ¢ J. PERES,
« Théorie générale des fonctionnelles», t. I, 1936, p. 110.)

2.~ Uno sguardo all'Opera matematica di Leonida Tonelli.

2.1. = Preambolo.

Il TONELLI & le véritable fondatewr des méthodes nouvelles nel Calcolo delie
Variazioni, come hanno affermato nel 1936 V. VOLTERRA e J. PERES nel Joro
trattato « Théorie générale des fonctionnelles ». II TONELLI, dopo avere con-
statato che i funzionali del Calcolo delle Variazioni sono in generale discontinui,
~ fece la grande scoperta che tali funzionali sono invece semicontinui.
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Egli, basandosi su la semicontinuita, ¢i ha creato per questo Calcolo un nuove

potente e naturale metodo di ricerca — da Lui chiamato giustamente metodo
diretto — che ha dato origine alla cosiddetta Sewola Italiana di Calcolo delle

Variazioni. Seguendo questo Suo metodo Egli ha oftenuto un complesso sor-

dal TONELLI si ebbe, e si ha tuttora, una vera collaborazione internazionale:
i principali collaboratori, mentre viveva il TONELLI, furono il francese B.
Goursar; gli italiani 8. Cinguini, B. Maxti, A. DL Cuiaro; austriaco
H. Haux; il tedesco W. DAMKOHLER; gli ungheresi A. HaAr, T. RaD6; gli
americani L. M. GRAVES, E. J. Mc SHANE, J. DouGras, G. B. MorrEY; i russi
M. LAVRENTIEFF, N. BOGOLIOUBOFF; il giapponese M. NAGUMO.

Per potere sviluppare e perfezionare il Calcolo delle Variazioni nelle varie
divezioni, che andavano via via presentandosi seguendo il Suo metodo diretto,
il TONELLI fu indotto spontaneamente ad occuparsi di vari altri rami della
I\Ia-telﬁa‘ﬁica, quali la derivazione ¢ lintegrazione, la rettificazione delle curve
e la quadratura delle superficie, le equazioni differenziali ¢ le equazioni inte-
grali, le serie trigonometriche, Vapprossimazione delle funzioni, inoltre nume-
rosi altri importanti argomenti. In ciascuno di questi rami Egli ha lasciato
delle orme profondissime che da sole bastano ad immortalarlo.

2.2. ~ Calcolo delle Variazioni e Analisi funzionale.

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memorie ¢ Note [16], 1171, [18], [19], [20], [21], [22], [24], [25], [26], [27],
(28], [29], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37], [40], [41], [46], [50], [51], [52],
[53], [54], [55], [56], [58], [60], [64], [72], [81], [89], [91], [97], [101], [102],
[110), [111], [113], [115], [117], [118], [119], [121], [122], [128], [130], [132],
[133], [134], [135], [136], [137], [140], [142], [144], [145], [150], [152], [154],
[158], [161}, [162];

Trattati [166], [167]. )

11 Caleolo delle Variazioni, nato quasi contemporaneamente all’Analisi infi-
nitesimale e ispirato dallo studio dei fenomeni naturali, fu il centro principale
delle penetranti ricerche e meditazioni del TONELLI durante tutta la Sua vita
di studioso. Tale orientamento di studi fu accarezzato dal TONELLI fin da
studente — come Egli ebbe ad accennarmi in conversazione — per 'influenza
che Gli destd Vinsegnamento del Suo amato Maestro CESARE ARZELA. Mentre
il TONELLI era studente universitario, fervevano gli studi intorno alla nuova
disciplina data dalla « Analisi funzionale », che il VOLTERRA aveva costituita
nelle sue fondamenta da poco pitt di un decennio (nel 1887) e alla quale il
VorreErrA fu condotto (nel 1884) da problemi di Fisica matematica apparte-

prendente~di-visultati-fondamentali-Tnoltre; nello-indirizzo~di-studi~traceiato—
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nenti al Calcolo delle Variazioni. A questa stessa Analisi funzicnale apportava
allora, in altra divezione, dei contributi importanti anche SALVATORE PINCHERLE.
1’ARZELA, assertore della grande importanza dell’ Analisi funmonale, nelle sue
lezioni superiori, all’Universita di Bologna, non mancd di soffermarsi sui con-
cetti basilari, allora in formazione, di tale Analisi, insistendo su certe idee a

lui care e che poi ebbero a rivelarsi veramcnte wiolto Teconde, soprattuttociod:
10) Su Popportunitd di studiare i funzionali considerando le linee o le super-
ficie o le funzioni, da cui dipendono, come delle variabili totalmente indipen-
denti, senza fare intervenire dei parametri ausiliari come faceva il VOLTERRA.
20) Su il tentativo (che risale al 1897), perd non riuseito, di risolvere per via
diretta la questione, di Calcolo delle Variazioni, data dal ben noto problema
di DIRICHLET.

Ta teoria classica del Caleolo delle Variazioni — creatasi principalmente
nel periodo che dai fratelli BERNOULLI e da BULERO va fino a WEIERSTRASS,
dovuta sopratutto al genio di G. L. LAGRANGIA — trasforma subito, come si
sa, i problemi di massimo e minimo degli integrali che si considerano in altre
questioni di notevole difficolta date da problemi ai limiti o al contorno per
certe equazioni differenziali (le cosiddette Lquazmm di BULER), inoltre tale
teoria si rivolge palm,ol(umeutc solo verso gli estremi relativi. Il TONELLI
sentl decisamente e sostenne energicamente la necessitdh di abbandonare la
teoria classica, cercando Sopra’cutto di svincolare i1 Caleolo delle Variazioni
dalla teoria delle equazioni differenziali e conseguentemente portando il Cal-
colo delle Variazioni a giovare invece alla teoria delle equazioni differenziali.
Precisamente Egli sostenne che il Calcolo delle Variazioni doveva inguadrarsi
nell’Analisi funzionale e che 1 fuhzionali, dati dagli integrali da estremare,
andavano considerati secondo il punto di vista dell’ARZELA, cio¢ le linee o le
superficie o le funzioni da cui essi dipendono andavano trattati come delle
variabili totalmente indipendenti; conseguentemente tali integrali da estre-
mare dovevano studiarsi diretiamente, in modo analogo a quanto si fa, nel
Calcolo differenziale, per le ordinarie funzioni da estremare. Seguendo questa
via seducente si presento subito, perd, un fatto molto grave e assai poco con-
fortante: mentre le ordinavie funzioni da estremare sono tutte continue, sva-
riati integrali semplici e importanti del Calcolo delle V ariazioni sono invece fun-
zionali discontinui (basta pensare, ad esempio, all’integrale che da la lunghezza
‘di una curva). I1 TONELLI, analizzando minutamente tale questione, giunse
alla conclusione notevole che gli integrali del Caleolo delle Variazioni sono nella
loro quasi totalita dei funzionali discontinwi ¢ umn integrale

. I¢= / Pz, y,«', y')ds
¢

& continuo soltanto se la funzione integranda ¢ lineare nel complesso delle deri-
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vate »" ¢ y'. Restd allora aperto il grave problema di trovare per i funzio-
nali una proprieta pit confacente, pit larga della continuitd. II TONELLI con
geniale riflessione e sensibilitd superd lo scoglio. Egli fece la scoperta capi-
tale che la semicontinuité & proprio la proprietd generale che accompagna
i fatti variazionali, cioé proprio il concetto da assumere a base della desi-

derata nuova teoria del Calcolo delle Variazioni, Cio segue dal seguente Suo
teorema: In wn problema di Calcolo delle Variaziond, supposte soddisfatte certe
condiziont di regolarita, Uintegrale da estremare ¢ un funzionale semicontinuo,
inferiormente o superiormente, dell’elemento (linea o superficie o funzione) da cui
dipende. Se poi le dette condizioni di regolarita non sono soddisfatte e gli
integrali che si considerano sono funzionali discontinui, i1 TONELLI ha mo-
strato ampiamente che la teoria basata sul concetto di semicontinuita si piega
agevolmente, e in vari modi, anche alla ricerca dei massimi e minimi di tali
integrali.

Con il concetto di semicontinuitd il TONELLI riusei a chiarvire un punto
fondamentale della « teoria classica » del Calcolo delle Variazioni. In tale teoria
si considerano per l'estremo le quattro condizioni seguenti: la condizione di
BULER, la condizione di JAcomy, la condizione di LEGENDRE, la condizione di
WEIERSTRASS. Ora, la condizione di BULER esprime che sopra un ente estre-
mante la variazione prima dell’integrale che si considera deve essere nulla; la
condizione di JACOBI esprime che sopra un ente estremante la variazione secondsa
di tale integrale deve essere negativa o nulla nel easo del massimo e positiva
o nulla nel caso del minimo; ma che cosa esprimono le altre due condizioni?
11 TONELLI trovo appunto la seguente interpretazione funzionale semplicis-
sima: Le condizioni di LEGENDRE ¢ di WEIERSTRASS equivalgono puramente
¢ semplicemente alla semicontinwita, sullente estremante del funzionale rappre-
sentato dall’integrale che si vuole rendere massimo o minimo, intendendosi semi-
continuita superiore nel caso del massimo e semicontinuitc inferiore nel caso del
minimo.

Nel Calcolo delle Variazioni, trattato con il metodo diretto del TONELLI,
assume una grandissima importanza, sia teorica che pratica, la determina-
zione di condizioni per Uesisienza dell’estremo libero. 11 TONELLI si oceupd
largamente e profondamente di tali condizioni, fissando a questo scopo vari
concetti fondamentali (quelli di integrale regolare, integ grale quasi regolare, inte-
grale quasi regolare normale, ecc.) e stabilendo risultati notevolissimi che ab-
bracciano le proposizioni della teoria classica. Svariate estensioni di tali rvisul-
tati sono state poi ottenute dalla Scuola del TONELLI, in modo da esaurire
quasi completamente ’argomento. IL’importanza pratica dei- teoremi di esi-
stenza sta nel fatto che essi portano a stabilire dei procedimenti di calcolo
effettivo degli enti estremanti e quindi di calcolo di soluzioni delle equazioni
funzionali alle quali soddisfano tali enti.
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I1 TONELLI ricercd le proprieta analitiche dell’ente estremante cio¢ le pro-
prieta di differenziabilitah e del soddisfare a certe equazioni, e in cio si servi
grandemente dei due concetti, da Lui introdotti, di estremaloidi e di pseudo-
estremaloidi. 1 risultati qui ottenuti sono pure notevolissimi ed un’applica-
zione di elevato interesse ¢ stata da Lui fatta con la risoluzione generalissima

i T problema fondanientale su le orbite periodiche; interessante la-Mecca
nica e I’Astronomia.

Sempre relativamente ai problemi dell’estremo libero, il TONELLI studio
ancora P'importante questione della determinazione di condizioni per Uunicitd
sia degli enti estremanti sia delle soluzioni delle equazioni funzionali alle quali
conducono i problemi di Calcolo delle Variazioni.

I1 TONELLI trattd ancora i problemi isoperimetrici relativi a integrali curvi-
linei, riuscendo a porre in evidenza, nello studio di tali problemi, la superiorita
del Suo metodo dirvetto rispetto alla teoria classica. Egli, estendendo in guisa
opportuna un certo procedimento detto «di arrotondamento », ricondusse un
gruppo di problemi isoperimetrici relativi ad integrali doppi a facili problemi
isoperimetrici velativi ad integrali semplici. In questo modo Egh tratto il
problema di Lorp RavrLeieH della teoria del suono.

Per un tipo importante di problemi di LAGRANGIA e di MAYER, il TONELLI
sviluppd una teoria generale parallela a quella per gli integrali semplici.

11 metodo diretto venne dal TONELLI applicato pure agli integrali doppi,
precisando le condizioni per la loro semicontinuitd, dando anche teoremi ge-
nerali per esistenza dell’estremo, ed iniziando lo studio delle proprietd anali-
tiche delle superficie estremanti. Cid venne da Lui applicato a risolvere com-
pletamente i eclassici problemi di DIrRICHLET ¢ di PLATEAU.

TUna classe speeiale di difficili problemi di minimo, presentatisi in una que-
stione di alta tecnica, formo Poggetto delle unltime profonde ricerche del
TONELLIL

Bd ora un’osservazione. IL’Analisi infinitesimale e il Calcolo delle Varia-
zioni hanno dato spontaneamente origine alla Analisi funzionale, e gli svi-
luppi sono avvenuti proprio nella guisa sostenuta dal TONELLI: il Calcolo
delle Variazioni ha trovato la sua sede naturale nella Analisi funzionale, costi-
tuendo precisamente — in tale Analisi — il notevole capitolo dei massimi e
dei minimi dei funzionali. Attualmente si comprende che una trattazione
completa dei vari problemi del Calcolo delle Variazioni non potrd ottenersi
che procedendo oltre nella strada maestra segnata dal grande TONELLI: occor-
rerd sempre pitt ispirarsi alla luce meridiana che proviene dalla Analisi funzio-
nale, intesa nella sua maggiore generalitd possibile. Come conseguenza, il nome
« Calcolo delle Variazioni» in quanto adoprato a designare, e non sembra del
tutto propriamente, una certa branca di studi, potrd un giorno anche sparire
dall’uso; ma il nome LEONIDA TONELLI non sparird certo: esso resterda e
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grandeggerd sempre pitt fra i nomi dei pionieri dell’Analisi funzionale, giacché
il potente metodo diretto da Lwui datoci, i fondamentali concetti da Lui sta-
biliti e i numerosi notevoli risultati da Lui ottenuti, nel campo dell’Analisi
funzionale, continueranno ad essere di mezzo, di fondamento e di sprone verso
immancabili nuove mete. ‘

2.3. - Derivazione e integrazione.

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memorie e Note [1], (8], [11], [30], [38], [40], [41], [42], [43], [45], [47],
(48], [49], [67], [62], [63], [T4], [83], [85], [86], [88], [94], [103], [107], [108],
[109], [116], [148], [159], [160];

Trattati (1667, [168].

Nella Sua prima pubblicazione (argomento di una Sua tesina orale alla
laurea), del 1907, il TONELLI studia, con particolare finezza e profondita, le
funzioni derivate, tenendo conto di risultati — allora recenti — dell’ARzZELA
e del VOLTERRA, e dd una condizione necessaria e sufficiente affinché una fun-
zione di una variabile sia l'integrale secondo MENeoLl e CaUucHY della sua
derivata. : ,

Egli semplificd notevolmente la dimostrazione del seguente importante
teorema di G. GOLDOWSKY: « Una funzione (reale di una variabile reale) con-
tinua e derivabile, con derivata finita o no, in tutto un intervallo, risulta una
costante in tale intervallo se la sua derivata ¢ nulla quasi dappertutto nel-
Pintervallo. »

I1 TONELLI dedico vari lavori alla derivazione per serie. Principalmente,
nel 1916 generalizzo in modo notevole un teorema del FuBINI su la deriva-
zione termine a termine, quasi dappertutto, delle serie convergenti di funzioni
monotone; nel 1931 diede un importante teorema di derivazione per serie,
contenente, come casi particolari, risultati di N. OBrRECHKOFF ¢ di A. CoLuccl.

Egli si occupd, in tempi successivi (1916, 1920, 1925, 1927), del problema
della ricerca delle funzioni primitive, giungendo a conclusioni importanti che
completano altre del LEBESGUE, del VITArl e-del DENJOY. Anzitutto Egli
dimostrd, in modo elementare e intuitivo, il teorema (di LEBESGUE e VITALI)
che «una funzione assolutamente continua & sempre eguale all’integrale della
-fua derivata (considerata 14 dove esiste)». Relativamente ad una funzione
continua ma non assolutamente continua, per la quale al concetto di derivata
va sostituito, come si sa, quello di numeri derivati, Egli, con molta genialita,
riusel a prendere in considerazione anche il caso in cui i numeri derivati
‘Ton. . 0NO sempre ﬁiliti, caso che il DENJOY non aveva contemplato. Pre-
-cisamente indicd «un procedimento che permette di determinare la funzione
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continua, » meno di una costante additiva, in tutto I’intervallo considerato,
.quando si sappia che il numero derivato superiore destro (od un altro qual-
siasi dei qllattro numeri derivati estremi) é finito ovunque ad eccezione al
pitt di un insieme numerabile di punti, ed esso sia conosciuto quasi dapper-
tutto ». :

1T TONELLI ©ha indicato un altro modo di introdurre i@ mtegmzione secondo
LEBESGUE, modo assai semplice e notevole, del tutto indipendente dalla teoria
-della misura dei gruppi di punti e dal postulato di ZermELo. Egli, appoggian-
.dosi su il Suo notevole concetto di funzione quasicontinua, definisce l’inte-
grale di LEBESGUE semplicemente mediante passaggi al limite di integrali di
MeNeorr e CaucHy di funzioni continue.

Altri Suoi risultati importanti sono relativi all’integrazione per parti, alla
derivazione di un integrale rispetto a un parametro, alla derivata seconda mista
di un integrale doppio, al teorema di GREEN, all’integrale di DIRICHLET, ecc..

2.4. — Rettificazione delle curve e Quadmtura delle sﬁperﬁcie.

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memorie e Note [5], [23], [39], [43], [75], [76], [77], [78], [79], [84], [84bis],
{1481, [159]. ‘

Varie questioni su la rettificabilitdh delle curve, lasciate insolute dal JORDAN,
attirarono lattenzione del TONELLI e vennero da Lui meravigliosamente
risolte dopo solo un anno dal conseguimento della Laurea: cid valse a crearGli
subito una notevole fama. Poggiandosi sui concetti, allora recentissimi, di
integrale del LEBESGUE e di assoluta continuitd del Vrrari, Egli giunse nel
1908 alle seguenti conclusioni (ora note con il nome di teoremi di TONELLI):
10) Per una curva continua e rettificabile esiste sempre finito l’integrale clas-
sico (che nel caso di una curva elementare da proprio la lunghezza) e la lun-
_ghezza della curva & sempre non minore di tale integrale classico. 2°) La con-
dizione necessaria e sufficiente affinché, per una curva continua e rettificabile,
la lunghezza sia data dall’integrale classico, & che ie funzioni definenti la curva
siano assolutamente continue. ;

Questioni analoghe alle precedenti per le. curve vengono a porsi per le super-
ficie; perd qui le difficoltd sono estremamente maggiori. Nel 1926 i1 TONELLI
diede un altro notevolissimo saggio della potenza del Suo forte e agile inge-
gno: attaced e risolse talli questioni per le superficie date nella forma

1) z=fla,y), @y e,
dove f(x, y) ¢ una funzione univoca e continua nel campo ¢ (per semplicita

12 - Rivisla di Maiematica.
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tale campo ¢ il quadrato (0 <z <1, 0 <y <1)). Si pud ora affermare che
queste conclusioni del TONELLI hanno aperto la via agli importantissimi
studi su la teoria generale delle superficie intrapresa, di recente, da valorosi
matematici italiani e stranieri. Il TONELLI scelse per il concetto di «area
di una supelﬁele » la molto natumle e generale definizione del LEBESGUE:

Iraves di unwm superncle S~¢ il minimo limite delle arée (eleinéntari) delle
poliedriche (inscritte e non inscritte in S) tendenti ad 8. » Egli, inoltre, trovd
necessario modificare i concetti, da altri stabiliti, di «funzione di due variabili
a variazione limitata» e di «funzione di due variabili assolutamente con-
tinua », e i nuovi concetti da Lui posti hanno assunto una enorme importanza,
oltre che nel problema della quadratura delle superficie, in altre notevoli que-
stioni. Kcco le Sue principali conclusioni: ’

10) Condizione necessaria e sufficiente affinche la superficie continua (1)
sia quadrabile, cioé abbia area finita, & che.la funzione f(z, ¥) sia a variazione
limitata nel quadrato .

20) Se la superficie continua (1) é quadrabile, 'area della superficie ¢
P ’ P
sempre non minore dell’integrale classmo (che nel caso di una superficie ele-
mentare -d& proprio P’area). :

30) Condizione necessaria e sufficiente affinché, per la superficie (1) con-
tinua e quadrabile, Parea sia data dall’integrale classico, ¢ che la funzione
f(z, ) sia assolutamente continua nel 'quadrato ¢.

2.5. —~ Bquazioni differenziali ed equazioni integrali.

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memoriec ¢ Note [61], [73], [87], [89], [92], [93], [102], [121], [131], [132],
[133], [151]; |

Trattato [179].

La teoria delle equazioni differenziali suscitd sempre nel TONELLI il pih
vivo interesse, e subito dopo la Sua laurea inizio su di essa delle ricerche che
dovette interrompere nel 1915, al sopraggiungere della guerra, senza avere
potuto fare alcuna pubblicazione. Tralasciando di parlare del grande contri-
‘buto da Lui dato a tale teoria con il Suo metodo diretto di Calcolo delle
Variazioni, accennerd agli altri Suoi pnnclpmh contributi su Pargomento. Nel
1925 Egli stabili, per le equazioni differenziali del primo ordine e di forma
normale, un notevole teorema di unicitd che suseitd un vivo interesse ed ebbe
un larghissimo seguito di completamenti ed estensioni da parte di valenti
matematici italiani e stranieri. Nel 1926 precisdo un fatto gid in parte osser-
vato nei Suoi « Fondamenti di Caleolo delle Variazioni», e cio® che il classico
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teorema di STURM su le equazioni differenziali lineari, omogenee, del 20 ordine,-
si estende a una larga classe di equazioni differenziali #on lineari, sempre omo-
genee e del 20 ordine. Nel 1936, insieme con il SANSONE, portd un essenziale
completamento a un teorema di stabilith del’ ARMELLINI. Nel 1939 stabili,
per un’equazione differenziale del 2° ordine e in forma normale, interessantis-

sime proposizioni generali relative all’esistenza di una soluzione che negli
estremi di un dato intervallo assuma valori prestabiliti. .

La teoria delle equazioni integrali fu pure argomento di studio del TONELLIL.
Egli ne fece oggetto dei Suoi corsi di Analisi superiore, ed ¢ da dolersi che i
Suoi appunti di lezione non siano stati pubblicati. In una importante Memoria
del 1928 Egli fece uno studio completo e magistrale del problema di ABEL,
traducentisi in un’equazione integrale di seconda specie. In altra Memoria
trasportod genialmente alle equazioni integrali di VOLTERRA il metodo di CavcHyY
per dimostrare Desistenza di soluzioni di equazioni differenziali ordinarie.
In un successivo notevole lavoro considero una classe estesa di equazioni fun-
zionali, contenente le equazioni differenziali ordinarie e le equazioni integrali
di VorLTERRA (lineari o no), e ¢i diede un metodo originale di risoluzione, che
ebbe nel seguito svariate applicazioni. E, ancora, ottenne importanti risultati
su 1 nuclei delle equazioni integrali di FREDHOLM e particolarmente su i nuclei
simmetrici.

Lo

.6.. ~ Serie trigonometriche.

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memorie e Note [45], [65], [66], [67], [71], [80], [82], [86], [88], [104], [105],
[143], [146]; ‘

Trattati [168], [169].

Alle serie trigonometriche si trova rivolta una buona parte della attivitd
scientifica del TONELLI, il quale (a seguito di un Suo Corso di lezioni, in lito-
grafia, del 1924-25) nel 1928 stampd una importante Opera dal titolo « Serie
trigonometriche », meravigliosa esposizione sistematica e completa di quanto
d’essenziale conoscevasi su tali serie fino all’anno 1928. L’uscita di simile
Opera colmo allora una vera lacuna, in quanto dopo i libri, su lo stesso argo-
mento, del DINI (del 1880) e del LEBESGUE (del 1906) nessuno si era preoceu-
pato, o meglio si era sentito, di coordinare il vasto e delicato materiale che
era venuto formandosi via via. In questa Opera é da notare la interessantis-
sima introduzione storica, e il fatto che 1’Autore, abbandonando 'ordine seguito
dai precedenti trattatisti, incomineia con lo studio delle serie trigonometriche
generali e passa poi a congiderare le peculiari proprietd delle serie di FOURIER.

I contributi del TONELLI su le serie trigonometriche semplici si riferiscono
principalmente alla convergenza assoluta, alla convergenza semplice, alla deri-
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vazione per serie, alla interpolazione {rigonometrica, alla chiusura del gistema
di funzioni di FOURIER.

Sulle serie trigonometriche doppie il TONELLI diede (nel 1926) un fonda-
mentale e assai generale feorema di convergenza, appoggiandosi su il Suo note-
vole. concetto di funzione di due variabili a variazione limitata (introdotto per. ..

trattare il problema della quadratura delle superficie continue). Sono poi da
annoverare altri criteri relativi alla convergenza uniforme di tali serie doppie,
alla sommabilitd per righe o per colonne, allo studio dei polinomi trigonometrici
di Frsgr in due variabili, ece. ecc.. Di guisa che si puo dire che 'ultimo
capitolo della Sua Opera, sopra nominata, contiene quasi esclusivamente dei
Suoi contributi.

‘2.7, -~ Approssimazione delle funzioni.’

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memorie e Note [2], [3], [13], [39], [71], [79], [84].

Sul problema della approssimazione delle funzioni il TONELLI dimostrd
una finissima sensibilita.

Nella Sua notevole Tesi di laurea, sostenuta nel 1907, viene fatto un ampio
¢ profondo studio dei polinomi di approssimazione di TCHEBYCHEV. Data una
funzione di una variabile, reale, univoca e continua nel suo intervallo di defi-
nizione, esiste sempre per questa funzione uno e un solo polinomio di appros-
simazione di ToAEBYCHEV, di grado n; invece il TONELLI scoperse il fatto
non previsto che per una analoga funzione di due variabili il polinomio di
approssimazione di TCHEBYCHEV in generale non & pit unico; inoltre stabili
che la corrispondenza tra funzione e polinomio di approssimazione & continua.
Cid venne da Lui esteso anche alla rappresentazione delle funzioni reali con-
tinue mediante polinomi trigonometrici. Applico ancora il metodo d’approssi-
mazione di TcHEBYCHEV alle funzioni di una variabile complessa giungendo,
fra I’altro, al risultato seguente: « Fra tutti i polinomi di dato grado, ve n’é¢
sempre uno ed uno solo che da della funzione considerata la massima appros-
simazione; e, di conseguenza, fra tutte le serie di polinomi (di gradi successi-
vamente crescenti) uniformemente convergenti verso la funzione detta ve n’é
sempre una ed una sola che di la massima convergenza.» Questi risultati
vennero riportati nel 1910 da P. MonNTEL nelle sue « Lecons sur les séries de
polynomes & une variable complexe ».

In.una Memoria del 1910 il TONELLI si occupd della rappresentazione
delle funzioni, anche soltanto integrabili, mediante polinomi di STIELTIES
giungendo a una notevole conclusione, riportata come « teorema di TONELLI »
nel 1912 da CH. J. DE LA VALLEE nel suo « Cours d’Analyse infinitésimale »,
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Su tali polinomi Egli ritornd successivamente pitt volte, mostrandone nume-
rose e importanti proprietd e facendone applicazioni varie (al problema della
quadratura delle superficie, al Calcolo delle Variazioni, ecc.).

2.8. ~ Alcuni concetti fondamentali dell’Analisi e argomenti vari.

Nell’elenco delle Pubblicazioni, al successivo n. 3, vedansi i lavori seguenti:

Memorie e Note [4], [6], [7], [9], [10], [12], [14], [15], [28], [44], [59], [90],
[95], [96], [100], [112], [114], [127], [129], [138], [139], [141], [149], [153], {159],
[163);

Trattati [164], [165], [170], [171], [172], [173], [174], [175], [176], (177], [178].

Prescindendo da quei concetti fondamentali dell’ Analisi, introdotti dal
TONELLI, di stretta pertinenza del Calcolo delle Variazioni, e dal notevole
concetto di funzione quasiconiinug, & Decessario soffermarsi su due concetti,
posti dal nostro Grande, gid accennati in precedenza e che vanno acquistando
sempre maggiore importanza nell’Analisi.

10) Concetto di funzione f(z, y), di due variabili, a variazione limitata in
un campo @ (per semplicith @ sia il quadrato (0 <z <1, 0 <y <1)). Esso
si pud definire geometricamente cosi: Si consideri la superficie S rappresen-
tatrice di detta funzione, e poi la superficie piana S, projezione di S, paralle-
lamente all’asse delle z, sul piano (y, 2), e ’analoga superficie piana S, proie-
zione di 8, parallelamente all’asse delle y, sul piano (w, 2) (va notato che queste
~ superficie piane potranno avere anche delle parti sovrapponentisi due o pit

volte). Se entrambe queste superficie S, e §, hanno aree finite si dice che
«la f{z, y) & a variazione limitata in @ ». La definizione analitica segue imme-
diatamente e naturalmente. Questo concetto risulta indipendente dalle dive-
zioni degli assi # e y per le funzioni continue, ma non per le discontinue; un
concetto analogo completamente indipendente dalle direzioni degli assi © e ¥
& quello di funzions di due variabili generalmente a variazione limitate: tale
denominazione ¢ del TONELLI e la premsamone del concetto stesso & del
CESARL

20) Concetto di funzione f(w,y), di due variabili, assolutamente continue
in un campo . Bsso si definisce imponendo che la funzione sia continua e
a variagione limitata, moltre, su quasi tutte le pzmallele all’asse delle @ risulti
assolutamente continua come funzione della sola @, e su quasi tutte le paral-
lele all’asse delle y risulti assolutamente continua come funzione della sola y.

11 TONELLI fece importanti osservazioni e precisazioni su varie proposi-
zioni fondamentali dell’Analisi,” quali: il teorema di ASCOLI e ARZELA (relativo
alla esistenza di una funzione di acecumulazione in una varietd di funzioni
" egualmente continue e egualmente limitate); il teorema di EGOROFF (rife-
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