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Inversione delle corrispondenze funzionali lineari
ed equazioni differenziali. ()

Comuniecazione al Convegno matematico di Parma, del 4-VI-1949, (1)

1. —Prototipo di tutti i problemi linieari & quello della risoluzione di un
sistema di equazioni lineari )
n

~ L .
(1) . . >__u: Wy il === ]),” (h == 1, 2,..., "
1

n).

ViIA

Data la matrice dei eoefficienti a,; del sistema (1), dovra necessariamente
presentarsi o 'una, o Ualtra delle due seguenti alternative:
1) o esiste (almeno) una soluzione =, qualunque siano i termini noti b,,;
11) o per Pesistenza di una soluzione . & necessario e sufficiente (-hu
~i b, verifichino una, o pit condizioni del tipo

ne

(2) Manb, =
1

Il ecaso II) si presenta, quando, e solo quando, esistono sistemi di m
numeri 2, non tutti nulli, tali che risulti

"o n .

ay : AT e

(3) n Ay > e Wty = 0, qualungue. siano le x,,
1 1

(*) Professore o. dellUniversith di  Bologna. Indirizzo: Via Albertaszi, 6V -
Bologna ([talia). : o R

(**) Lavoro ricevuto il 4-VI1-1949. ;

() Ho lasciato che venisse pubblicata la presente mia Comunicazione senza appor-
tarvi mutamenti; il carattere divulgativo di essa giustifiea la premessa di nozioni ormai
clagsiche, e anche di natura del tutto elementare, come pure il tono di sommaria ras-
segns delle ricerche prese in (‘onsxdmammm che non cml@onhvi ai’ entl'ue in m‘wgun
dettagho. S

R~ Rivistu di Matematicy.
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e cid eguivale a dire che &

e
(4) o Y ety = 0 (k =1, 2,..., n),
1 .

gineche-evidentemente—sussiste-identitd-(formola—di-reetprootta)—— i

k23 n N e

. P T N | | Y T
(5) oo :Zjn I8 ‘_>_JA~‘ Wppily == 2k Wy Zz‘ RN ’
1 R I

onde si vede che dalle (4) digeende la (3), mentre inversamente la (3), appli-
eata in particolare per esempio agli # sistemi Y, @®... 2l definiti da
o VO (k)

L (k=)

m n
~ x QU - oy .
(6) ’ T }.Jk M 247&‘, a’l.kw;{” == 0, - U == —L,e ')"9 soes ‘ﬂ),
. 1 1 . : R

fornisce appunto le (4).

Il sistema (4), ove si pensino le x, come incognite, si dird aggiunto omo-
geneo del sistema (1). Si dimostra che per esso vi ¢ un certo numero mas-
simo p di soluzioni linearmente indipendenti, sicché, indicate p soluzioni
cosiffatte con AV, A, AP la (2) varrda per ogni soluzione 2, di (4)
quando, ¢ solo quando, saranno verificate le p relazioni

i

i3

2" }:h‘ }\}(li?b,, = 0, (=1, 2,.., p)
1

che sono, dunque, le condizioni di compatibilita del sistema (1).
Ci troveremo nel caso I), gquando inveéce non esiste nessuna soluzione
non nulla », del sistema (4).

2. — In lingnaggio geometrico, la (1) & una trasformazione lineare, che

. . . . . ) &
muta i vettori uw = (@, ey..., #,) di §, in vettori u* = (b, by,..., by) di 87
seriveremo  simbolieamente . ‘

1) Pu = u*.

La (2) & la condizione di orftogonalitdh del vettore wu* al vettore
v = Oy Aayerrs hon)

@ . exur=0.

"'Se vale il caso 1), vi sard sempre (almeno) un u di §,, tale che Lu sia

un u* prefissato ad arbitrio in 8%, cioé la trasformazione & invertibile (in
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generale non univocamente), e cio avverra, gquando un » di S,,, ortogonale
al trasformati Lu di tutti gli w di S, non pud essere che"'mﬂ\lo.

Varra, invece, IT), quando esistono dei v = (A, hoy..., Aa) non nulli di N
ortogonali a tutti gli Pu

-
S

(’I [ZAWAN vds { Aatee

— e qaalurque-sia-u;
¢ tali v saranno tutti, ¢ soli, quelli per eui |
(4) : P*p =0,
dove £%* & simbolo di ﬁua» trasformazione lineare, tale che, per ogni u di 8§,
e ogni v di 8y, si abbia ‘
By ' vXLu = uxXL*v,

Vi sam un massimo numero p di soluzioni linéa,rmente indipendenﬁ

v o v di (4), sicehé la (2) varrd per ogni v soluzione di (4), se, e
solo se, sard

(2 v Xk =0, \ (i=1,2,.., p)

Infine, affinehé valga.la (4), basta che la (3) sia verificata soltanto per
un particolare sistema opportunamente scelto di vettori u® di S,

((;) ‘ v XLu(J) — U, (j o 1, 2,..., ’N/).

I risultati sulle equazioni differenziali lineari, che ora esporremo, sono
tutti "esempi di estensioni della teoria elementare, che abbiamo ricordata, a
casi in eni, in luogo degii m'dmar S, ¢ 8%, «i abbiano due spazi. funzio-
nali T, T* : ’ o

m?

3. - Gli spazi %, di cul parleremo, sono classi di enti, ohe diremo am'm A
vettori, 0 punti, per cui vale quanto segue.
19 B B data una corrispondenza, che a ogni coppia u,, u, di vet’con
di X associa un vettore di X, da indicarsi con u, + u,, per la quale &
sempre. wy iy = uy +owy, (W 4+ W) +uy = uy (0 A w), dawy F oy =
=u, + u, Segue u, = u, e vi & un nnieo vettore 0 (h z, i'ﬂo che -+ 0: ;
per ogni w di . oo
20) I data una corrispondenza, che ad ogni coppia“‘a' u Ai un nimero
reale e di un vettore dl 2 associa un vettore dl =z, da lﬂdl(“\]‘ll con au, per
la quale & sempre ‘

(ty + a)u =g + agie, @i, + wy) = auy, + auw,, @,(du) = a1 ,

T'uw=u, 0i=0, a0=0,
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da a,u =yt ‘con u +0, Segue' @ = @, da au; = du,, con a#()\ segue
w, = uy, ¢ per defihizione si porrd —hu=—u, u +(— uq) = Uy

. 30) & data una aorrispondenzq, che ad ogni u di. ¥ associa un numero
>0, da indicarsi con |u| (norma di u) nullo solo se tale che

Lo s=lal-lal, la b <lwl 4wl cper definizione si_dird distanza

. 1a | uy—w, | e si dird che limu, = u se lim [ u—un,| =

W= OO N0
40) Per ogni successione di vettori w, di X, per cui sia lim | w, — w, | ==0,
) Ps g 0O
vi & un hen determinato vettore w di X, tale che im u, = u.
N> OO

T pitt semplei ¢ noti esempi di spazi X cosiffatti (lmewri, in quanto
vale 1°) ¢ 20), metrici e completi, in quanto vale rispettivamente 30) e 40)),
oltre gli ordinari §,, sono dati: (ove si intenda la nozione di combinazione
lineare nel senso usuvale) dalle clasgsi di tutte le funzioni f definite in un
intervallo 7 ¢ verificanti una delle sog,nenu condizioni:

a) f ‘('ml(iimm, ove si ponga | u{ = Mmax | fi in 57,
li) fa \'nm/mnv limitata, ove di ponga | u] == var. tot. j in 7,

¢) f misurabile e, a preseindere eventualmente dai punti di un insieme

di misura nulla, limitata, ove si ponga | u| == minimo degli estremi supe-
rviori delle funzioni limitate coincidenti guasi dappertutto con |f| in 7,

d) f sommabile, ove si ponga |u| = [|f!dx,

J
¢) f sommabile insieme con [flr, (p>=1), ove sia |u] == ( /E/]"d.q:)”f
considerando come rappresentanti uno stesso vettore w nel easo b)-dne fun-
zioni differenti fra loro per una costante, nei casi ¢), d), e¢) due funzioni

coincidenti fra loro quasi dappertutto in 7.
Non sempre per due vettori wu,, u, di X abbiamo una nozione analoga
a quella di prodotto scalare fra due vettori di §,. Tuttavia a ogni spazio
lineare metiieo completo X si pud associare un aitro spazio lineare metrico
completo %', che diremo duale di X, per eni si pud stabilire Ia nozione i
prodotio scalave fra veitori w @& % e vettori v di X', come una “corrispondenza,
clie a coppie m, v di vettori cosiffatti associa un numero reale, da’ indicarsi
con uxXwv, con le seguenti proprieta: e sempre

) au ><v = X A == awXv, (1w F ) Xv=1,Xv -+ 1y Xv,

e X (v1 «E« Vy) == U XV, -+ X v,,

hm Uy X @, =0 1 ><v, se lim u,=u, limwv,=wv,

n =00 - s TTps oo e R o]
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e inoltre (e su questo punto richiamiamo particolarmente I’attenzioné, perche
su esso ¢ imperniato quanto ora diremo) ogni sottospazio lineare completo:
di X riesce formato da vettori u lutti ortogonali ad almeno wn v di Z_",’(f‘lw
non-¢ ortogonale a tutti gli w di T, in particolare non ¢ nullo. RS

Questo_risultato. fondamentale & stato.ottenuto. fra il.1927 e il.1932 ll]dl—

pendentemente ‘da FAHN, BANACH, ASCOLL (®).
Negli esempi ora ricordati, abbiame che b) & spazio duale di a) (asser-
zione equivalente a un famoso teorema di Rimsz), d) & duale di-e) e viee-

versa, ) per un certo valore di p ¢ duale a ¢) stesso, ove si pouga- E’_”I:):] in
luogo di p. In particolare, per p = 2, e) ¢ duale di sc stesso (spazio hilbe-r~
tiano). ' o

Cid posto, ci si pud valere del seguente procedimento generale, per (Jltc-'
nere. teoremi di esistenza delle soluzioni nei problemi’ lineari dell’Analisi.
Si interpretino Uinecognita, o le incognite, del problema 4eo~'me un vettore u di
wno spazio % e il dato, o i dati, come un vettore u* di wun altro spagio Z*, in
modo che il problema venga a consisterc nella rvicerca di wn w di %, il cui
trasformato Pu in wna certa (?()1‘7"58])0')1.‘(16%‘2&' lineare (1) fra X ¢ X% sia wn
dato w* di Z*. 8i seriva la condizione (3) che un vettore v dello spazio %' dualc
di Z¥ sia ortogonale ai trasjormati Pu di tutti gli u di %: st dovra trovare che
questa condizione equivale per v a essere soluzione di un problema da consi-
derarsi comé aggiunto omogenco del problema dc'ito. Se questo aggiunto omo-
geneo non ha altra soluzione che lo zero, o, per lo meno, se cgni sua soluzione
& necessariamente ortogonale « tutti gli w*-di X*, allore il problema proposto
dovrd ammettere sempre soluzione, qualunque siano i dati rappresentati da u*;
nel caso contrario, il problema dovrd ammetiere soluzione, soltanio & patto che
siagno verificate certe condizioni di compatibilita (2), consistenti nell’ ortogona-
litg di u* ad ogni v di X', che sie ortogonale ai trasformati Lu di tutti gli u
di I, ¢ non a tutti gli u* di %,

Vi sono, beninteso, problemi 1i1,1(xa-r1',” cui non pud applicarsi il nostro
procedimento, ma il grande valore euristico di questo & gia sufficientemente
posto in luce, erediamo, dalle applicazioni, che ora ne indicheremo.

(?) L’enunciato del testo. & effettivamente la traduzione nel Iinglmtrmo qm usato
e sotto le ipotesi particolari qui occorrenti, di una proposizione, che, con diverse ter-
minologie ¢ in ipotesi pure lievemente variabili dall'uno all’altro dei tre Aubori, si
trova in H. Hanx, Uber lineare Gleichungsysteme in linearen Riumen, J. Reine Angew.
Math., 157, 214-229 (1927), (v. pag. 218): 8. Baxacu, Swr les fonctionelles linéaires,
Studia Math., 1, 211-216, 223-239 (1929), (v. pag. 216); G. Ascor1, Sugli spazi lineari
melrici ¢ le loro varietq lineari, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 10, 33-81, 203-232 (1932),
(v. pag. 211), ’ ) ! '
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4. - Ricordiamo, come prima in ordine di tempo, la ricerea di CAcciop-
poLl (?) sullequazione di PoOISSON su una superficie chiusa. '
Lia. superficie 8 viene supposta definita topologicamente mediante la
nogzione di intorno per ogni suo punto e la 1'&1)pl-'esentarzione degli intorni
stessi su intorni piani, con la condizione che il passaggio da una ad un’altra

rappresentazione di un medesimo intorno di un punto di S si rifletta sempre
in -una rappresentazione conforme dell’uno sull’altro dei due intorni piani
corrispondenti. Il laplacieno di una funzione definita su 8§, caleolato rispetto
ai- parametri della rappresentazione di un intorno su questa, varierd al
variare della rappresentazione stessa, venendo a moltiplicarsi per il deter
minante jacobiano dei vecchi parametri rispetto ai nuovi, sicché non esso,
ma la funzione additiva di insieme ottenuta integrandolo su un insieme
variabile di punti di S, avrd significato intrinseco sulla superficie, e tale
funzione di insieme. verrd interpretata come rappresentante una distribuzione
di masse (positive e negative) sulla 8, di cui il detto laplaciano rappresen-
-terd la densitd. ~ o
Cio posto, si pud definire lo spazio ¥ in modo che i suoi vettori siano’
rappresentati dalle funzioni u assolutamente continue su 8, dotate di lapla-
ciano (in un senso opportunamente generalizzato) di p-ma potenza somma-
bile, assumendo come trasformazione lineare £ applicata ai vettori u di X
quella che ad ogni funzione w cosiffatta associa la distribuzione di masse P
avente per densitd il detto laplaciano Aw; si pud poi definire lo spazio Z*',‘
in cui varia il vettore trasformato Pu, in modo che i snoi vettori siano rap-
presentati da tutte le distribuzioni di masse p su S, con densita f di p-ma
potenza sommabile. 11 problema di risolvere 'equazione di PoissonN Aw = f
su tutta la § consiste nell’invertire la detta corrispondenza funzionale lineare,
cioé trovare la funzione « in modo che la distribuzione di masse p, avente
per densitd Aw sia una data w di densitd f. Lo spazio duale X' di X* diventa.
ora. quello delle funzioni v di p/(p — 1)-esima potenza sommabile. CAccror-
POLI dimostra che una v di &', ortogonale a tutte le p, trasformate in £
delle # di X (nel senso che sia [ dg,, = {}), deve essere (soluzione del pro--
, B ‘ ,
blema aggiunto omogenco, cioé) coincidente quasi dappertutto con una fun-
zione armonica su tutta la §, cioé con una costante. '
Si avra allora una sola condizione di compatibilitd per il problema pro-
posto: quella che il secondo membro f dell’equazione di PoIssonN sia densita i
di una distribuzione di masse u, che riesca ortogonale alle costanti su S,

(3 R. Caccroerorl, Swi teoremi di esistenza di RigMaNN, Rend. Accad. Sei. Fis.
Mat. Ndpoli (4) 4, 49-54 (1934), e Ann. Scuola Norm. Super. Pisa (2) 7, 73-96 (1938).
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e cioé tale che 'ammontare eomplesmv() delle masse posﬁne uguagh in valore
agsoluto quello delle masse negative,

CAcciorPoLI osserva inoltre che il ragionamento si puo condurre in modo
perfettamente simile, modificando la definizione dello spazio X, col supporré
_ il 1aplaciano di % continuo, anziché di p-ma potenza sommabile, e corrispon-

dentemente definendo X* come costituito da tutte le distribuzioni di masse p
s S con densitd f continua e il duale X' da tutte le funzioni %ddltlve d’m-
sieme, a variazione limitata. ‘

Due interessanti applicazioni di questi risultati sono indicati pure da
CaccrorpoLl, una alla dimostrazione dél teoremia di esistenza degli integrali
abeliani delle tre specie su una qualsiasi superficie di RIEMANYN, ’altra alla
dimostrazione della possibilitd di rappresentare conformemente su un cerchio
ogni superficie aperta topologicamente equivalente a un cerchio, almeno sotto
certe ipotesi di regolarita. ‘

9. — A questi lavori di Caccroprort ha fatto immediatamente seguito una
mia ricerca (*) sulle equazioni lineari alle derivate parziali del 2° ordine di tipo
ellitiico sw wna superficie chiusa S. Qui si sostituisce all’equazione di PoIssow
una qualsivoglia equazione Fu = f del tipo detto; ancora la § si suppone
definita topologicamente a mezzo degli intorni dei suoi punti, ma non occorre
pitt che, nel passaggio da una ad un’altra rappresentazione parametrica di
uno stesso intorno, dai vecchi ai nuovi parametri si passi mediante una rap-
presentazione conforme, basterd che valga la continuita delle derivate par-
ziali prime e seconde degli uni rispetto agli altri.

“Anche qui come spazio ¥ assumiamo quello delle %, per cui Hu esiste
(almeno in un senso opportunamente generalizzato) e rappresenta una den-
sitd di p-ma potenza sommabile, come trasformazione lineare £ applicata
ai vettori u di X quella che ad ogni funzione « cosiffatta associa la distribu-
" zione di masse p, avente per densitd il detto Fu, come spazi X% X' gl
stessi di prima. Si dimostra che, se v rappresenta un vettore » di X’ ortogo-
nale (a tutte le distribuzioni di masse p, aventi per densitd un Ku, ciod) a
tutti i vettori Lu di Z* trasformati di vettori u di X, allora v dovra coinci-
dere quasi dappertutto. con una soluzione del problema aggiunto omogeneo, .
cioé soluzione dell’equazione B*p =0 aggiunta. omogenea della By = f.

Qui, al contrario del caso dell’equazione di Porssox, non ¢ detto che vi
sia, sempre e soltanto, la soluzione v = cost., bensi potrda darsi o I) ¢he non
vi sia altra soluzione all’infuori dello zero, oppure IT) che vi sia un certo

(%) G. CivminNo, Swulle equaziond lineari alle derivaie parziali del secondo orvdine di
tipo ellittico sopra mm supca]'?cw ('hm,sn Ann €a(,uola \Tonn Super Pisa: (2) 7: 73-96
(1938\ B TN SO
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numero massimo p di soluzioni linearmente indipendenti ,, ,,..., ¢,, ¢ allora
la Bu = f nel caso I) ammettera soluzione, qualunque sia f, nel caso II)
ammettera soluzione, quando, e solo quando, sono verificate certe condizioni
di compatibilita, consistenti nella ortogonalitd della f alle dette vy, v, ..., #,
su N, :

Nello stesso, ordine dl JdLe ¢ da ncordaa ¢ un lavoro dl ZWIRNER (5) in
cui la ricerca analoga ¢ svolta per una equazione alle derivate parziali total—
mente ellittica del 40 mdzn su una superficie chiusa.

6. ~ Subito dopo lo studio, di cui ora ho detto, io mi sono proposto. (5
di applicare lo stesso metodo al caso del problema di DIRICHLET per un’equa-
zione generale. di tipo ellittico del 2° ordine in un dominio piano D

(7 By={ in D—FD, U =@ su FD.

Qui, per applicare il solito procedimento, bisognava definire lo spazio X
come costituito da funzioni % in @ e il trasformato X* come costituito dalle
coppie formate da una fin @ —FD e da una ¢ su gD, soggette a oppor-
tune condizioni. Per semplificare, poniamoci nel caso hilbertiano, suppo-
nendo f e o di quadrato sommabile. Allora % sard costituito dalle », per
cni Bw (definito in un senso opportunamente generalizzato) ¢ di quadrato
sommabile in @ e 1 valori assunti (in un senso pure opportunamente gene-
ralizzato) su FD sono di quadrato sommabile sulla §9 medesima, ¥ sard
costituito dalle coppie (f di quadrato sommabile in @), (¢ di quadrato som-
mabile su D), lo spazio duale T’ & lo stesso 2*. Si tratia di dimostrare che
una coppia v, ¢ di £’ ortogonale a tutte le coppie (Bu in @ — FD), (4 su FD)
di X' stesso, trasformate delle » di X, nel senso che sia

|| oBudvay + | vu ds = 0,
D o

dovra necessariamente essere soluzione del problema aggiunto omogeneo.
Eftettivamente si trova che la v dovrd coincidere quasi dappertutto in 9D
con una soluzione dell’equazione aggiunta ¥y = 0 nulla su §D e, almeno
sotto certe ipotesi di regolaritd su FD, la ¢ dovrd coincidere guasi dapper-
tutto su §9D con una certa e spresswne lineare nella » e nelle sue derivate
pa,riia,li prime, '

'

(®) G. ZWIRNER, Su wna perticolare classe di c([uuzi,oui alle derivale parziali .del
quarto ordine sopra una .supmju'w chiusa, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 17, 139-159
" (1946).
(%) G CimMINo ’\lt()b() tipo di condizione al conlorno ¢ wwovo metodo di lrattazione:
per il problema genemh-:zato @i Drricurer, Rend, Cive. Mat. Palermo 61, 177-221 (1938).
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Se, in particolare, una v, per cui sia
(8) F* =0 in D—FD, v=05su D

non puo essere che identicamente nulla, il problema (7) sard sempre risolu-
bile,-senza. che-oceorranco.condizioni. di- compatibilitd,  mentre.nel.caso con-

trario si hanno le solite condizioni di ecompatibilith, cui dovrd soddistarve la
coppia f, o, consistenti in una certa relazione di ortogonalita rispetto a ogni
soluzione ¥ non nulla di (8).

Si ha cosi la soluzione di un problema generalizzato di DIRICHLED, che si
riduce al problema ordinario, se f ¢ ¢ sono continue.

Nel caso particolare dell’equazione di Poisson, ho ottenuto poi in una
successiva memoria (%) risultati pitt precisi, per un qualsiasi numero di varia-
bili, mostrando fra Paltro come si possa sostituire nella teoria ora esposta
alllinsieme @D — F@ un insieme aperto di tipo assai pitt generale. B qui vi
sarebbe certo ancora molto da ii’l(mgm'c sulle possibilitd del nostro metodo
in quei casi, in eui i valori dati al contorno non possono intendersi che
assunti in un senso opportunamente generalizzato, non riuscendo, a causa
della natura irregolare del contorno stesso, sempre risolubile il problema
ordinario di DIRICHLET. o

7. — Al problema ordinario di Diri¢uLmr per le Funzioni armoniche
(9) Au=0 in D—FD, u=0¢ snu FD

ha successivamente dedicato MIRANDA una ‘breve Nota (3), sempre attenen-
dosi all’ordine di idee cui ci riferiamo.

Sia ora X lo spazic delle funzioni « armoniche in @ — D continue in D;
come trasformaszione lineare £ applicata al vettore u di X rappresentato da
una funzione w cosiffatta assumiamo quella, che associa alla i suoi valori
su FD, come spazio X* quello delle funzioni ¢ continue su 9, e infine
come duale E' avremo quello delle funzioni additive a variazione limitata w
degli insiemi di 9. MiranNDA dimostra, in base ad alcune proprietd dei
poténzia]i rappresentati da integrali di STIELIIES, sotto certe ipotesi di rego-
larita sulla 9, che una p cosiffatta (rappresentante un vettore » di ‘%)

y

ortogonale ai trasformati Lw di tutti gli u di X, cioé tale che /'udp, == ()

FD

() G. Connxo, Sul problema generalizzato di DirRICHLET per Uequazione di POISSON,
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 11, 28-29 (1940).

(%) . MiranNpa, Sul principio di DIricnuer per le junzioni armoniche, Atti Acead.
Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 3, 55-59 (1947). '
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per tutte le » suddette, sard ortogonale a tutti gli w* di Z#, cioé tale che
’gpd(}. = 0 per tutte le o continue su FD, e pertanto non vi sono econdi-
FD
zioni ‘di compatibilitd, il problema (9) & sempre possibile.
Con_analoghe. considerazioni. MiBANDA. ha ottenuto. poi.(2).-la dimostra--

zione della esistenza della soluzione del problema biarmonico fondamentale
in due variabili : )

. du .
(10) Adw =0 in D—FD, U=, = SuFD,
sempre sotto certe ipotesi di regolaritd su §9D, con g, ¢’, ¢ supposte continue.
© Qui i vettori u di ¥ rappresenteranno funzioni % biarmoniche in @ — FPD
e contmue con le derivate parziali prime in D, la trasformazione £ appli-

cata a tali u sard quella, che ad ogni funzione wu cosiffatta associa la coppia
du

an S 7@), i vettori u* di * rappresen-
teranno arbitrarie coppie di funzioni ¢, ¢ continue su FD, per cui o’ sia
anche continua su D, cowme vettori dello spazio duale X’ possiamo inten-
dere terne di funzioni 2, 2, u additive a variazione limitata degli insiemi

di punti di 9. Miranpa dimostra che, se la relazione di ortogonalitd

di funzioni continue (% su §9D), (

/udk e / W dry + /%“ du == 0 sussiste per tutte le funzioni w« suddette,
gD gD - gD
allora sard pure /cp(l)\ - /cp’ dhy + ( Udy == 0 per tutte le suddette coppie

FO GO G
@, ¢, sicchd, gualungue sia questa coppia, il problema (10) avrd sempre
soluzione. - V
Molti altri esempi, oltre quelli fin qui portati, si potiebbero mostrave, di

applicazione del procedimento euristico sopra indicato, anche fuori del campo
delle equazioni differanziali {come per esemipio nella teoria delle equazioni
integrali, nel problema dei momenti) e sarebbe pure molto interessante guar-
dare sotto 1’angolo visuale qui adottato i metodi usati con successo in quest

¢ampo da PicoxE, AMERIO, GHIZZETTI, I‘ICHDRA e a,lm :

‘8. - Diremo da ultinio poche parole silla approssimazione delle soluzioni,
guardata dal nostro punto di vista.

-Anzitutto, anche nel caso delle corrispondenze tra spazi tunmoncxh si
potra talvolta sostituire alla (3) il sistema delle (6) per un opportuno sistema
di véttorj a®, . di %, avendosi ugualmente di conseguenza che il vet-

(®) C. Miraxpa, Formule di maggiorazione e teorema di esistenza per le funsioni
bigrmondche di due variabili, Giorn. Mat. Batbaglini 78, 97-118 (1948).
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tore v ‘dovra essere und soluzione di (4), e allora, se accade, per esempio,
che la (4) non abbia altra soluzione che lo zero, il sistema dei vettori
Puth, pu®,. . di I* riuscird completo ¢ mediante combinazioni lineari di
tali vettori si potrd quindi approssimare ogni vettore u* di X* secondo la
metriea fissata in questo spazio.

- Cosl, per esempio, nel caso del problema (7), se accade che il problema (8)
non abbia altra soluzione che lo zero, indicata con 4, w(®,... una qualsiasi
successione di polinomi, tale ¢he ogni polinomio sia rappresentabile come
una combinazione lineare di essi, si pud vedere che, qualunque siano le f
e o di quadrato sommabile, vi sard sempre una succesgione di combinazioni
lineari ‘ '

(11) 10, = Cqu) = epul® L e uln
tale che Kw, converga in media a f in @ e contemporaneamente w, converga
in media a ¢ su §9D, e si pud provare che di conseguenza la successione
delle w, convergera allora uniformemente in ogni dominio interno a @ alla
soluzione di (7). ‘
Tradurrd, per finirve, nel linguaggio costantemente usato in questo scritto,
onde mostrare come pure possa farsi rientrare nello schema generale che
abbiamo indicato, il ragionamento, di cui si & valso MIRANDA in una Nota
recente (1°), per dimostrare la approssimabilita- uniforme di ogni funzione
armonica in un dominio @ mediante combinazioni lineari delle funzioni di
una certa assegnata successione fondamentale di funzioni armoniche w(®,
w(®,..., per esempio quelle, che su certe sfere si riducono alle relative fun-
zioni sferiechie fondamentali.
T vettori = di X siano ora rvappresentati dalle tabelle di costanti

(123 Coury Cuzy oery Cun s ‘ (=1, 2,...)
tali che le (11) costituiscano una successione uniformemente convergente in
un dato dominio 9. La trasformazione lineare £ sia quella, che muta il
vettore u rappresentato da una tabella (12) cosiffatta nella funzione con-
tinua su §9D, che & =limw, su FD. Lo spazio X* sia quello di tutte le
N~>0CO -
fanzioni ¢ continue su ¥ e il duale X, al solito, quello delle funzioni pn
additive e a variazione limitata degli insiemi di punti di §9. B agevole
riconoscere che, fissata opportunamente la successione fondamentale di fun-

zioni armoniche %", se una y & ortogonale a tutte le lim w, suddette su § D,
. ! - n—=00 '

(19 'C. Minaxpa, Sullapprossimazione delle funzioni armowiche in. tre variabili, Atti
Accad. Naz, Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 4, 530-533 (1948).
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essa- sard. pure ortogonale a tutte le ¢ continue su §9D, e allora vuol dire che,
qualungue sia la o continua su D, vi sard una tabella di costanti (12), per
cui la (1 1) convergera uniformemente su §D alla ¢, e guindi in D alla fun-
zione armonica in D — D assumente 1 valori ¢ su FD.

Analogo risultato & stato ottenuto da MIrANDA nel gid citato lavoro sul

problema. biarmonico tondamentale (1), relativamente all’approssimazione
delle funzioni biarmoniche in un dato dominio mediante (:01‘nbinazioini lineari
di funzioni biarmoniche di una data successione fondamentale,

('Y Clr. annotazione (Y).



